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AUS DEN BESPRECHUNGEN 


, Das Buch bietet mehr, als sein Titel vermuten laBt. Hier werden nicht einfach MeBgerate in ihrer Wir- 
kungsweise oder Verfahren beschrieben, sondern der Verfasser hat es sich zur Aufgabe gesetzt, den 
Leser tiberhaupt in das Wesen des ,,Messens“ als solches einzufiihren, ihn mit den Grundbegriffen der 
, MeBkunst‘‘ vertraut zu machen und ihm ein kritisches Gefiihl zu geben fiir das, was er eigentlich miBt. 
Sees Die darin behandelten Gerate und MeBbeispiele sind in diesem Sinne nur Mittel zum Zweck. Das Buch 
ist nicht nur dem Anfanger 4uBerst niitzlich, der die ersten Schritte auf dem weiten Gebiet der MeB- 
technik wagen will, sondern auch dem erfahrenen Praktiker, dem es viele wertvolle Hinweise auf Fehler- 
méglichkeiten, ihr Erkennen und Vermeiden. bietet. Von der unendlichen Miihe, die sich der Verfasser 
mit der Zusammenstellung dieses Werkes gemacht hat, wird aber nur der Leser eine Vorstellung haben, 
der sich selbst jahrelang mit 4hnlichen Arbeiten beschaftigt hat. Das Buch kann jedem Ingenieur und 
Studierenden nicht nur zum Lesen, sondern vor allem auch zum Beherzigen der darin gebrachten Rat- 
schlage empfohlen werden.“ Archiv fiir elektvische Ubertvagung 
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Dampfung des Streufeldes von Spartransformatoren 
durch unmagnetische Metallhohizylinder* 

| ALBERT ae Gee Karlsruhe 
3 Mit 16 Textabbildungen 


i (Eingegangen am 27. April 1961) 

Ubersicht: Der bei einlagig bewickelten Spartransformatoren auftretende betrachtliche Streuflu8 wird 
durch unter oder tiber die Wicklung geschobene unmagnetische Metallhohlzylinder bis auf einen geringen 
Rest abgedampft.. Damit kann der resultierende Lastspannungsabfall bei Spartransformatoren tiber etwa 

< 5 kVA erheblich verringert werden. Die Theorie liefert in einheitlicher Darstellung magnetisches Feld, elektri- 

sche Stromung, zusdtzliche Kupferverluste und verbleibende Streublindleistung fiir die bekannten Anordnun- 

- gen des geschlitzten und des gewickelten Dampfungszylinders. Im meBtechnischen Teil wird an einem Bei- 

spiel befriedigende Ubereinstimmung mit der Rechnung nachgewiesen. Das angewandte MeBverfahren erfaBt 
niederohmig abgegriffene Wechselspannungen bis herab zu 1075 V4; nach Betrag und Phasenlage. 


Ubersicht der benutzten Formelzeichen 


@y, Ag, 43, 4,- Abmessungen im Fenster 


oe a Fensterbreite 
ay korrigierte Fensterbreite zur angenaherten Beriicksichtigung der Eisenunsymmetrie 
an foy = %  metallische Wicklungshohe bezogen auf die Breite b 
ee ae elektrischer Strombelag 
b' Fensterhohe - 
b Wicklungsbreite, -lange 
‘B Kerninduktion (Scheitelwert) 
d metallische Gesamtdicke des Zylinders 
On Einzelblechstarke beim gewickelten Zylinder 
: - Ont Abstand Wicklung-Zylinder 
Ov Abstand Zylinder-Eisen 
: @ - Basis der natiirlichen Logarithmen 
= aes Korrekturfunktionen 
| Sx Sy elektrische Stromdichte in der #- bzw. y-Richtung (Effektivwert) 
eo Sy, Sy komplexe Schreibweise 
S: FouriErkoeffizient der Stromdichtezerlegung 
| hy, Ng magnetische Feldstarke in y- bzw. s-Richtung (Effektivwert) 
J aa oh Fourterkoeffizient der Feldstarkezerlegung 
j imaginare Einheit 
u spezifische elektrische Leitfahigkeit 
k Korrekturfaktor fiir die Streublindleistung 
See A Ordnungszahl fiir die Windungen beim gewickelten Zylinder 
m,n Ordnungszahlen der FouriERentwicklungen 
ee IN Windungszahl des gewickelten Zylinders 
= ie Streublindleistung 
0 spezifischer elektrischer Widerstand 
o Korrekturfaktor 
QP _elektrische Phasenwinkel 
Boe Ubersetzungsverhiltnis 
seu mittlerer Umfang der Wicklung bzw. des Zylinders 
Voy Kupferverluste 
WwW Rickwirkungsfaktor 
wo Kreisfrequenz 


* Die Arbeit ist die gektirzte Fassung der 1960 an der Technischen Hochschule Karlsruhe eingereichten 
und genehmigten Dissertation: ,,Beitrag zur Theorie der Dampfungszylinder“. 
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Theoretischer Teil 


1. Beschreibung des Streufeldes im Wicklungsfenster des einlagig bewickelten 
Spartransformators mit Dampfungszylinder 


: 1.1 Modell und Voraussetzungen der Rechnung 


Als Grundlage fiir die folgenden Uberlegungen dient ‘ein einschenklig einlagig bewickelter 
Kernspartransformator, wie er im meBtechnischen Teil verwendet ist (Bild 1). Dieses Modell 
muB zur sinnvollen Begrenzung des mathematischen Auf- 
wandes stufenweise idealisiert werden. Zunachst wird vollige 
Eisensymmetrie beziiglich des bewickelten Schenkels an- 
genommen, ein Ansatz, der sich praktisch bei allen Rech- 
nungen, die das Streufeld in Transformatoren betreffen, 
eingefitthrt und bewahrt hat. Von hier aus wiirde eine 
Rechnung in Zylinderkoordinaten beginnen. Der zweite 
Vorgang der Idealisierung wickelt das zylindrische Modell 
langs des mittleren Umfanges des Wicklungsfensters ab 
und liefert ein quaderformiges Modell vom Querschnitt 
des Bildes 2, welches in kartesischen Koordinaten be- 
schrieben werden kann. Auf beiden Stufen der Idealisierung 


J, 


Bild 1. Modell des Spartransformators mit Dampfungszylinder. Bild 2. Schnitt durch das idealisierte Modell. 


stellen sich Wicklungs- und Fensterquerschnitte als Rechtecke mit jeweils zueinander parallelen 
Begrenzungslinien dar. Die physikalischen Voraussetzungen werden zweckmaBig wie folgt 
gewahlt: 


Es werden quasistationare Vorgange betrachtet. 

Die Eisenpermeabilitat ist sehr viel gr6Ber als die des Luftraumes im Wicklungsfenster. 
Im Eisenkern kénnen keine Wirbelstréme flieBen. 

Das Leitermaterial von Wicklung und Dampfungszylinder ist nicht ferromagnetisch. 
Wicklung und Zylinder besitzen jeweils fiir sich an jeder Stelle dieselbe Temperatur. 


See Bek 


Damit ist folgende Anschauung von der Wirkungsweise der Streufeldabdémpfung gegeben: 
Zunachst erzeugt das von der stromdurchflossenen Sparwicklung erregte, den Dampfungs- 
zylinder im wesentlichen transversal durchsetzende magnetische Wechselfeld im Zylinder 
eine elektrische Wirbelstr6émung, deren eigene magnetische Feldriickwirkung das urspriingliche 
Streufeld der Wicklung bis auf einen gewissen resultierenden Rest abschwacht, der gerade 
noch ausreicht, die Wirbelstrémung aufrecht zu erhalten. Entsprechend dieser Verminderung 
des magnetischen Streufeldes sinkt die Streureaktanz der Sparwicklung sehr stark ab. Der 
Wirkspannungsabfall steigt gleichzeitig wegen der zusatzlichen Kupferverluste im Dampfungs- 
zylinder, jedoch ist dieser EinfluB bei Spartransformatoren iiber etwa 5 kVA wesentlich 
geringer, so daB auch die gesamte KurzschluBimpedanz stark zuriick geht. 

Hiernach hat die nachfolgende Rechnung das Ziel, die noch unbekannte Wirbelstrémung 
im Zylinder, das resultierende magnetische Feld sowie die restliche Streublindleistung und 
die zusatzlichen Kupferverluste zu ermitteln. 
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1.2. Berechnungsmethoden 


In den erwahnten Koordinatensystemen, die sich auf Grund der Form des Modells anbieten, 
sind verschiedene Rechnungsarten méglich, die sich fiir die Behandlung von Wirbelstrom- 
problemen herausgebildet haben. Grundlage sind die Maxwettschen Feldgleichungen in der 
Form fiir quasistationare Vorgange: 


fol k= s., (1) 
rots=—jokuh, (2) 

sowie die Zusatzbedingungen: 
Givi 0 dl 5-0, | (3), (4) 


1. Die erste Methode unterteilt den zu untersuchenden Feldraum in Gebiete, innerhalb 
derer die Feldgleichungen kontinuierlich gelten und demnach auch durch einheitliche Lé- 
sungen befriedigt werden kénnen (Bild 2). Dabei verursacht der gegenseitige Anschlu8 der 
Teilgebiete durch Randbedingungen einen betrachtlichen Rechenaufwand. 


2. Iterative oder gegebenenfalls Naherungslésungen gewinnt man nach HERTZ, indem man 
die magnetische Feldriickwirkung der Wirbelstréme zunachst vernachlassigt und erst an- 
schlieBend durch Uberlagerung von Teillésungen beriicksichtigt. 


3. Wenn sich aus der geometrischen Anordnung der Modells ergibt, daB vorwiegend nur 
eine rdumliche Komponente des magnetischen Feldes zu erwarten ist, so 1aBt sich der be- 
trachtete Feldraum als ganzes kontinuierlich behandeln, wenn man nach RUDENBERG die 
darin liegenden Wicklungen durch eine Umrechnung iiber die Erstreckung des Feldraumes 
in Feldrichtung ausbreitet. Die hieraus gewonnenen Naherungslésungen lassen sich aus den 
exakten Lésungen nach der ersten Methode bestatigen, wenn dort die Erstreckung des Mo- 
dells in der Richtung der angenommenen einzigen Feldkomponente sehr klein wird. 


Bei der Behandlung von Wirbelstromproblemen erhalt man stets partielle Differential- 
gleichungen vom elliptischen Typus, fiir welche die Stellung des Randwertproblems korrekt 
ist. Wenn also Lésungen aufgefunden werden, welche die Randbedingungen erfiillen und 
auBerdem gegeniiber kleinen Anderungen dieser Randbedingungen stabil sind, so sind diese 
Lésungen zur Beschreibung physikalischer Erscheinungen anwendbar. Vielfach lassen sich 
durch Produktansatze Lésungsscharén in Reihendarstellung gewinnen, die jedoch schon bei 
zweidimensionalen Aufgaben bei der Auswertung groBen Aufwand verursachen, wie man den 
klassischen Arbeiten iiber Stromverdringung entnimmt. 

Ausgehend von dieser Tatsache und der praktischen Erfahrung, daB sich Streuungspro- 
bleme meist mit guter Annaherung im kubischen Modell behandeln lassen, wird in der Folge 
nur mit kartesischen Koordinaten gerechnet. Bei weiterer Beschrankung auf ebene Felder 
tritt bei den getroffenen Voraussetzungen immer wieder die Forderung auf, mit festliegenden 
Randbedingungen die Gleichung 

AX —#X=0 (5) 


fiir einen gegebenen Rechteckbereich zu lésen. Man erhalt Reihen von der Form 


X = 5 (A, sinmy + By cos my) (C+ Dye" +E, ”'), (6) 
fiir jeden Teilbereich des betrachteten Gebietes. Dabei mu8 die Periode der Zerlegung langs y 
beim Ubergang von einem Teilbereich zum andern langs z dieselbe bleiben. Sind die Ver- 
haltnisse z. B. hinsichtlich der Stromdichteverteilung im Wicklungsfenster bekannt, kann 
nach BoyAlIJAN auch eine Darstellung in der Form von Doppelreihen 


X=) J (A,snmy + B,,cos my) (C, sin n z+ D, cos n 2) (7) 
m=O n=O 


erfolgen, die dann den ganzen interessierenden Feldraum mit allen Teilbereichen kontinuier- 
lich erfassen. Diese Form bietet Vorteile bei der Ermittlung der magnetischen Energie des 


1Lo* 
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Feldes, da die Aufteilung in Bereiche entfallt. Sie ist nicht geeignet zur Berechnung noch 
unbekannter Wirbelstrémungen. 

Die HERtTZsche Iteration wird hier nicht angewendet. 

Die oben erwahnte Methode nach RUDENBERG fiir Falle, in denen nur eine Komponente 
des magnetischen Feldes auftritt, laBt sich auf Wicklungen mit Wirbelstromerscheinungen 
anwenden, wenn die Stromverdrangung in Richtung des‘magnetischen Feldes vernachlassig- 
bar klein ist, d. h. wenn die metallische Dicke der betrachteten Wicklung kleiner ist als etwa 
die halbe Eindringtiefe der elektrischen Strémung bei der betreffenden Frequenz. 

Bezieht man nun die vorstehenden allgemeinen Uberlegungen auf das Modell des Wick- 
lungsfensters gema8 Bild 2 und sieht man von der Abhangigkeit langs x ab, so erhalt man zur 
Beschreibung des magnetischen Feldes in allen fiinf Zonen die Gleichungen: 


Oh ah Os 
= + = a 0; (8) 
oy Oz oy 
Oh, Ch, Os. 
= —J —* __ 
pat ae (9) 


sowie die Zusatzbeziehung fiir die Wirbelstromung im Dampfungszylinder: 
CPs 


ae 1 OH Mo Sz = O- (10) 


PS, 
att 
Bekannte Ausgangsgr6Be ist die gegebene Stromdichteverteilung der Sparwicklung. Sie wird 
langs y in eine trigonometrische Reihe zerlegt, wobei die Periode der Zerlegung durch die 
Hohe des Wicklungsfensters bestimmt ist. Aus Griinden der Rechnungsvereinfachung wird 
angenommen, daB der Dampfungszylinder die Héhe des Wicklungsfensters habe. Langs der 
Fensterkontur muB8 die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes verschwinden. 
Die vereinfachte Rechnung mit nur einer Feldkomponente fiihrt zu folgenden Beziehungen: 


oh, j a 1 a Mt 
——|—“s SS...) 0% re 
oy (2 oe oe a s:) ( ) 
Ost * ai, / da a arts 
aye —joxm(*s,+<s)=o, (12) 


wobei anstelle der vorher fiir jede Zone getrennt zu berechnenden Stromdichte s, jetzt die 
Summe der nach RUDENBERG umgerechneten Stromdichten in Wicklung (s,) und Dampfungs- 
zylinder (s;) steht. Wiinscht man zwei rdumliche Komponenten der elektrischen Strémung 
zu beriicksichtigen, so folgen die Gleichungen: 


= (@ se : s =a (13) 
hur ery (14) 
= = i Sr —jonm(* s+ <s)) = oo (15) 
pe aeat ee : 


Diese Beziehungen bilden die Voraussetzung zur Berechnung der Feld- und Strémungs- 
verhaltnisse beim geschlitzten und gewickelten Dampfungszylinder, bei denen ja eine Ab- 
hangigkeit in x-Richtung besteht. Bekannt ist hier ebenfalls die Stromdichteverteilung sj 
der Wicklung. Sie wird langs y in eine trigonometrische Reihe zerlegt, wobei die Periode der 
Zerlegung jetzt durch die Lange des Dampfungszylinders bestimmt wird. Gegebenenfalls 
tiber den Dampfungszylinder tiberstehende Teile der Wicklung beeinflussen wegen der Vor- 
aussetzung eines eindimensionalen magnetischen Feldes die Wirbelstrémung im Zylinder 
nicht. Das magnetische Feld im Wicklungsfenster kann mit den hiernach bekannten Strom- 
dichteverteilungen unter Beriicksichtigung ihrer Lage im Fenster fiir einen Querschnitt an 
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der Stelle x des Modells durch eine trigonometrische Doppelreihe gemaB Gl. (7) dargestellt 
werden. Hat der Dampfungszylinder die Lange des Fensters, so wird die Rechnung besonders 
einfach. Mit den Bezeichnungen nach Bild 2 und den Stromdichteverteilungen : 


S27 cose yy (17) 
n=1 
Ce eta y, (8) 


sowie den Beziehungen (8) und (9) erhalt man 


CO lee) 
h,=)) Heng COS 2? SIN BY; (19) 
m=O nN=1 
[oe) co 
hy = 3 DS Hymn sina zcos By, (20) 
m=1 n=1 
wobei folgende Definitionen gelten: 
Ay — 4, or a,—A, on 
lee ap a OWA ap 3 ease, Ne tat) 
2B 1 , , 4 " 
Asm n = Poe oe fi Be (A, Se ote A 4) ? (21) 
a 
iy mn B 2AZMmN | 
mit 
A, =sinad,—sinawa,, A, =sino.a,—sinaa;, (22) 
mM I nN IT 
ae = aes 2 
r bars (23) 


2. Die Str6mung in einem idealen (geschlossenen) Dampfungszylinder 


Das magnetische Streufeld eines Transformators bildet sich im Kurzschlu8 praktisch in 
derselben Weise aus wie im Betrieb. Es ist deshalb zunachst gleichgiiltig, daB bei Verwendung 
eines geschlossenen Dampfungszylinders kein praktischer Betrieb durchgefiihrt werden kann, 
da der Zylinder fiir den TransformatorhauptfluB eine KurzschluBwindung darstellt. Dieser 
ideale Zylinder ist ein Grenzfall, der auch von den ausfiihrbaren Formen mehr oder minder 
angendhert wird. 


2.1 Berechnung unter Voraussetzung zweier Komponenten des magnetischen Feldes 


Die Ermittlung der Feld- und Strémungsverhaltnisse erfolgt mit der Zoneneinteilung des 
Bildes 2 und den Differentialgleichungen (8) bis (10). Mit den bereits erwahnten Voraus- 
setzungen und Randbedingungen ergibt sich folgende Zusammenstellung fiir die Komponenten 
des magnetischen Feldes und der Stromdichte im Zylinder: 


Zone I: 
hj= D Hy, coshpzsin py , 
s (24) 
ep eS P| 
n=1 
Zone II: 
es Cape 
hey = & |Hy, cosh ® (z + D) + 3 sin By, 
= (25) 


hyn = 3; Hy, sinh B (z +-D) cos By. 
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Zone III: 


hein = 2) Hut, (e?* + F e—**) sin By, 
(eB (26) 
Ayu = 3) Hytn (e8* — F e—**) cosB y. 


n=1 


Zone IV: 


Zone V: 


hvy= iy enc ae, sin By , 
n=1 (28) 


hyy = 3) Hy, sinh B (2 —a) cosBy, 


n=1 
mit 
i — Sin £80 8 (040) —fsinh fi (ay— ay) — 
ee B cosh B ag — f sinh B ay , 
Se, \(f— 1) sinh? 8 a — 2 sinh B a, ( f cosh B ag — sinh B ay) + 1 
B _ cosh f a, — fsinh B a, , 
Si, sinh B a, —sinh B a, 
ie | (29) 
Sin (sinh B ag — sinh B a,) Kae ) a5 
p on 


iin, = 


Ain, = 


fy, = 


aa es 
§ h — Hate fy 
HO xn (sinh § a, — sinh B a) BG e(P 8’) 4 


B eames cosh by — 5 sinh f by 


procaine 

i> faa, ha? 

6 ai ice) SL cit 

26a, 6’ cosh B dy + Bsinh B dy (30) 

Bie Sinai B’ cosh B dy — plsinh B dy ’ 

sinh fa, - Sy 
BHun 


Fiir die ieee aes im Dampfungszylinder ergibt sich: 


=5 Se B F sinh p' (a, — 2) tanh B dy + cosh BY (a4 — 2) 


I 


sinh p DD 


cospy, (31) 


mit 
, 


(sinh 6 a, — sinh f a,) 


Syn = — Sy xX ? 


X == cosh f a, sinh ig d e + tanh f dy coth p’ d) (32) 


a 
B 
+ sinh f a3 cosh Bd (5 + tanh f dy tanh B a) , 
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Es sind noch die folgenden Erklarungen erforderlich: 


Ist die Stromverdrangung im Dampfungszylinder vernachlassigbar, so erhalt man: 


é = ae mit £f aus Gl. (23) , 


pr =Vi + 76,8. 


ve) 

W ” 

= Dov, COS PY . 
n=1 
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(35) 


Eine Auswertung der Beziehung fiir einen relativ diinnen Zylinder und ein groBes Fenster- 
verhaltnis b/a von etwa 7 zeigt, daB die Stromdichte s; nur sehr schwach variiert, wenn sich 
die Abstande a, und dy bei kleinem éy; verandern. Dagegen hat ein groBer Abstand 6;;; ein 
merkliches Absinken der Zylinderstromdichte und damit der Dampfungswirkung zur Folge. 
In den Gl. (24) bis (34) sind zwei Spezialfalle enthalten, die im folgenden dargelegt werden. 


2.2 Spezialisierung bei fehlender Dampfung 


Man erhalt fiir d= 0, dy =o die Feldgleichungen fiir die rechteckig begrenzte Wicklung 
beliebiger Lage im Fenster und beliebiger Stromverteilung langs y. 


Zone I 


Zone II 


Zone III 


mit 


co , 


Sin < 
hy =— D) -p Crcosh BzsinBy, 
alee 
hy = — D) 7 Crsinh B zcos By. 
n=1 
<7 Siem ; 
hu=— >, B [1 + sinh B a, sinh 8 s — Cy, cosh f z] sin B y, 
1 Sin 
hui=—)>) B [sinh B a, cosh 8 z — Cy; sinh B z] cosBy. 


(oe) So 
Ain = — > 5 Cm cosh Bf (a—z) sinBy, 


— Sin , 
Ay in = 2S B Cy Sinh 6 (a —z) cos Py, 


n=1 


? 


pe sinh B (a — a,) — sinh B (a — a,) 
i sinh B a 
ae sinh § a, cosh B a + sinh f (a — ag) 
nay sinh B a ‘ 
sinh B a, — sinh B a, 
Cini =, REDS ny a ae 
sinh B a 


Fiir einseitig offenes Fenster, d. h. 6; > 00 erhalt man: 


Zone I 


co / 
San 


hy= —> B (e—8% — 6%) cosh Bzsin By, 


co Sa 
i —)>} 3 (e—8% — ¢—8%) sinh B zcos By. 


(37) 


(38) 


(40) 
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Zone II 
CO Sh : 
hy = oy B (1 — e—** sinh B a, — e-®* cosh B z) sin By, 
Oe (41) 
Sin 
hy = — a B (e—** sinh B a, — e—*% sinh B z) cos By. 
n=1 
Zone III 
co Ss 
Aw =— os 2 (sinh 6 a, — sinh B a,) &-?* sin By, 
=1 
é co Ss. (42) 
Ayn = OF BR (sinh 8 a, — sinh f a,) e—*®* cos By. 
n=1 


Ist die Wicklung sehr diinn und liegt sie auBerdem nahe am Kern, so daB sie als Strom- 
belag am Fensterrand aufgefaBt werden kann, so bleibt nur Zone III iibrig, und man erhalt 
mit 

Aun ae Se, (a, as a) , 


fiir das geschlossene Wicklungsfenster: 


Zone III 


, cosh B (a—z)_. 
ee ere a sin By, 


— 

| 

| 
Me 


S 
Il 


, sinh B (a —z) 
a CS . 
*" sinh B a hs 


Me 


h, 0. = 


= 
Il 


wahrend fiir das einseitig offene Fenster entsteht: 


Zone III 


Me 


haw = — Hee hon ae 


= 
I 
is 


SS 
| 
Me 


Age 8. cos BY. 


RY 
I 
i 


2.3 Spezialisierung fiir eine Feldkomponente 


Wie schon frither angedeutet, kann aus der genauen Verteilung der Zylinderstromdichte, 
gemaB Gl. (31) die angenaherte bei Annahme nur einer x-Komponente gewonnen werden, 
wenn das Fensterverhdaltnis b/a sehr groB wird. Die Hyperbelkosinus werden dann naherungs- 
weise = 1, die Hyperbelsinus nehmen den Wert ihres Argumentes an, und schlieBlich folgt: 


= BT" F s!,wcospy, (45) 
mit 
F d 
8m — 
Ww, =— == a 5) (46) 
1 ie, ey 


wobei &, in Gl. (33) definiert ist. 
Damit ist eine iibersichtliche Form gefunden, die iibrigens mit der Identitat 


ag —4 =a fo, = an (47) 


< ( - 
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aus der vereinfachten Rechnung mit den Ausgangsgleichungen (11) und (12) sehr viel rascher 
gewonnen werden kann. Damit ist der AnschluB der beziiglich des Feldes eindimensionalen 
Methode an die genauere zweidimensionale vollstandig, und unter der Voraussetzung 
langer schmaler Wicklungsfenster, die bei Spartransformatoren praktisch immer zutrifft, 
kann vereinfacht weiter gerechnet werden. 

Die Definition des Riickwirkungsfaktors W, nach entsprechenden Darlegungen von 
KADEN erweist sich als niitzlich bei der Deutung der noch abzuleitenden Beziehungen. Aus 
Gl. (45) mit Gl. (17) laBt sich ersehen, daB die elektrische Strémung im Zylinder nach MaB- 
gabe des Riickwirkungsfaktors sich der raumlichen Str6mungsverteilung in der Wicklung 
anpaBt, und zwar so, daB Wicklungs- und Zylinderstrombelag etwa gleich groB werden. 
W,, beschreibt auBer dem Betragsverhdltnis eine Phasendrehung der einzelnen raéumlichen 
Stromdichtewellen, die umso gréBer wird, je kleiner die Frequenz und je gréBer die Ordnungs- 
zahl der betreffenden Welle ist. 


3. Der mehrschichtige (gewickelte) Dampfungszylinder 
3.1 Elektrische Strémung und magnetisches Feld 


BetriebsmaBig verwendbar wird der Dampfungszylinder, wenn er fiir den HauptfluB 
keine Kurzschlu8windung darstellt, also aus isoliertem Blech gewickelt oder massiv und langs 
einer Mantellinie geschlitzt ist. Im folgenden wird der 
gewickelte Zylinder mit N ganzen Windungen behandelt. 
Seinen Querschnitt stellt Bild 3 dar. Da bei der Rechnung 
nur eine, im Bild 3 radiale Komponente des magnetischen 
Feldes beriicksichtigt wird, kann zwischen den Wirkungen 
z. B. des innen- und des auBenliegenden Wickelendes nicht 
unterschieden werden, so da8 das Bild in zwei elektrisch 
und magnetisch gleichwertige Halften zerfallt. Vor An- 
wendung der Gl. (13) bis (16) muB noch festgestellt werden, 
daB das resultierende eindimensionale Feld gemaB Gl. (3) 
alle Windungen des Zylinders in gleicher Starke durch- 
setzt und daher mit den Wirbelstrémungen in allen Ein- 
zelblechen gleichermaBen verkettet ist. Es erweist sich 
als praktisch, die Strémungsverteilung in den Windungen 


° : a : s : Bild 3. Schnitt durch den gewickelten 
jeweils aus der fiir alle gleichen Str6mung des idealen 2 Dainphongucyiindes 


(geschlossenen) Zylinders gemaB Gl. (45) und einer fiir jede 
Schicht anderen Zusatzstr6mung (mit dem Indext) zusammenzusetzen. Damit erhalt man 
die Ausgangsbeziehungen: 


4a 7 ai, , d " ts) N eh ] 
— § eat, a = 
Oy? ne Ox? jonny (4 aT gets Sra $e. 
N N (48) 
olf) a(S 
= + — =“ _joxu eine 
Oy? 0x2 ee =v ’ 


mit d als metallische Gesamtdicke des Wickels sowie 6 = d/N als Einzelblechstarke. Die 
beiden Gleichungen zerfallen entsprechend den Ordnungszahlen der vorhandenen Windungen 
(z. B. linke Halfte in Bild 3) in 2 N +1 Teilgleichungen, von denen eine durch s; befriedigt 
wird, also eine Idenditat darstellt. Es bleiben die Beziehungen fiir die Komponenten der 
Zusatzstr6mung tibrig, zu deren Lésung die Randbedingungen beim Ubergang von Halb- 
windung zu Halbwindung gema8 Bild 3 beriicksichtigt werden miissen. Nach Uberlagerung 
mit der idealen Strémung s; erhalt man fiir die elektrischen Stromdichtekomponenten in 
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der Windung A (Bild 3, linke Halfte) die folgenden Ausdriicke. Bei beliebiger Windungszahl NV 
gilt: 


nes | cosh Bt y neta dpe easy Wee 
a= — +t DSW, —— U” z cosBy, 
=1 | Cost Ny pti. 
yt (49) 
» & Bt sinh pt] + (N+ 1— 22) a 
Sa = — DS Sin Wa = 7 sin By, 
n=1 cosh N pt —” 
- 2 
mit 
Fen d 
pra el ne (50) 


Den Differentialgleichungen (48) liegt die Vorstellung zugrunde, daB fiir das resultierende 
magnetische Feld seitens des Zylinders der Mittelwert der Stromdichteverteilungen in den 
Einzelwindungen, gebildet iiber die Zylinderdicke, bestimmend ist. Die Komponenten dieser 
mittleren Strémung gewinnt man aus den Gleichungen (49) zu: 


" ai ~ , 
Sm =— ae Sin W, {1 — F,(N) cosh Bt x} cos By, 
(51) 
" a; — Bt 
Sym = — Sin Way FIN) sinh B+ x sin By, 
mit 
tanh N Bt Um 
a 2 
EO) (52) 
N osinh pt 2 
= 2 
Das resultierende magnetische Feld wird beschrieben durch: 
h,= 2 H,,[(1 — W,) +W,, F,(N) cosh Bt x] sin By, (53) 
mit a 
Be “4 B Sie . (54) 


Aus einem Vergleich der Beziehung (51) mit Gl. (45) fiir den idealen geschlossenen Zylinder 
wird ersichtlich, daB wegen der zur Umlenkung der Str6mung an den Wickelenden notwendigen 
Komponente s;, beim gewickelten Zylinder die Umfangsstrémung etwas kleiner ist; allerdings 
nimmt der Einflu8B mit steigender Windungszahl N rasch ab. Entsprechend ist auch das 
verbleibende resultierende Streufeld etwas gréBer als beim idealen Zylinder. 

Je groBer die Windungszahl N bei konstanter Gesamtdicke des Zylinders wird, desto 
mehr nahert er sich dem idealen geschlossenen Zylinder. 


3.2 Spezialisierung fiir N = oo (geschlossener Zylinder) 


Fiir N = 00 wird F,, (co) = 0, so daB aus den Gln. (51) bis (53) folgt: 


u a ee / 
s = — | Dd, Sin W, cospy. (55) 


Dies ist genau Gl. (45), die auch aus den Beziehungen (11) und (12) direkt gewonnen werden 
kann. 
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3.3 Spezialisierung fiir N = 1 (geschlitzter Zylinder) 


Die Formeln fiir einen laéngs einer Mantellinie geschlitzten Zylinder (Schlitzbreite ver- 
schwindend klein) folgen aus der Festsetzung N = 1. Man erhalt die Gln. (51) bis (53) mit der 
Bedingung 


0) aS (56) 


Cosh hea 
ee 


Wie man leicht zeigt, ist beim geschlitzten Zylinder der EinfluB des Umlenkens der elektri- 
schen Str6mung an den Schlitzkanten bedeutend. Am Schlitz tritt das urspriingliche Radial- 
feld der Wicklung ungedampft durch. 

Mit den Gln. (51) bis (54) sind die magnetischen Feldverhaltnisse sowie die elektrischen 
Wirbelstr6mungen fiir die bekannten zylindrischen Anordnungen zur Streufeldabdampfung 
einheitlich erfaBt. 


4. Zusatzliche Kupferverluste und restliche Streublindleistung 


Die Kupferverluste im allgemeinen (gewickelten) Dampfungszylinder ergeben sich zu 


Uy, 
N16) 2 
Ven = 2083 J J (IstaP + [shal ax dy, (57) 
mit den Gln. (49) und (50), wahrend die restliche Streublindleistung durch 
Us 
Gmeeee 
Po=2kwmaf f |h,Pdzdy (58) 


gegeben ist, woraus nach Ausfiihrung der Integrationen eine Darstellung der Form 


2 
AE 


eee 
P,=kopab—~ > H?, |\(1—W,)- O, (59) 


entsteht. Die Funktion f, verschwindet beim geschlossenen Zylinder, fiir den gewickelten 
mit mehr als 10 Windungen ist sie vernachladssigbar klein. Beim geschlitzten Zylinder wird 

2 
ue 
dieser Zylinderform. o, ist ein Korrekturfaktor zur Berticksichtigung der rdumlichen Lage 
von Wicklung und Zylinder entsprechend den Uberlegungen des Abschn. 1.2, Gln. (17) bis (23). 
Man erhalt 


-f,, erheblich gréBer als 1 und unterstreicht damit die mangelhafte Dampfungswirkung 


te pas rae “ep | a 


m=1 


mit 
Ai, = An, +48, = (4, — 4). 
a a 


Die restliche Streublindleistung betragt fiir d ~ a, meist noch einige Prozent ihres urspriing- 
lichen Wertes. 

Die zusatzlichen Kupferverluste im Zylinder erscheinen nach Auswertung von Gl. (57) 
in der Form 
, (61) 


Vez = 0 Fi b Bs 2 Sen Wl + age hk 


: hiv fii 
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wobei f fiir den geschlossenen Zylinder wiederum verschwindet. Fiir den geschlitzten Zy- 
linder zeigt sich dagegen ein betrachtlicher Anstieg der Verluste. Im Fall des gewickelten 


Zylinders mit N = 5 bei ae =1 gilt mit guter Annaherung: 


1 p* 
(Phe eke (=) 
N B 
Im allgemeinen ergeben sich danach bei d ~ a, zusdtzliche Kupferverluste etwa in der Héhe 
der Wicklungsverluste. 
Die Ergebnisse der theoretischen Uberlegungen wurden an einem praktischen Beispiel 
nachgepriift. 


MeBtechnischer Teil 
5. Das MeBverfahren 


Abgesehen von der Messung der aufgenommenen KurzschluBwirk- und Blindleistung, die 
eine summarische Kontrolle der Gln. (57) bis (61) erméglicht, interessiert bei den vorliegenden 
Problemen die Uberpriifung der berechneten raumlichen Verteilungen von elektrischer Strom- 
dichte und magnetischem Feld. Diese Untersuchung wurde jeweils im Kurzschlu8 an einem 
Modell gema8 Bild 1 durchgefiihrt, wozu die Schaltung nach Bild 4 entwickelt wurde. 


Das Modell M wird iiber einen Schiebetransformator ST von einem Drehstromnetz ein- 
phasig gespeist. Eine Sonde mit 10mm Spitzenabstand gestattet die der Stromdichtever- 
teilung an der Zylinderoberflache entsprechende Spannungsverteilung zu messen. Dabei 
entspricht einer Stromdichte von 10 A/cm? ein Spannungsgefalle von ca. 20 wV/cm (fiir Kupfer). 
Um solche niedrige Wechselspannungen mit ausreichender Genauigkeit einer Betrags- und 
Phasenmessung zugdnglich zu machen, ist dem Niederfrequenz-R6hrenvoltmeter RV ein 
zweifach magnetisch abgeschirmter Transformator MT vorgeschaltet. Sein Mumetallkern 
gewahrleistet eine geniigend hohe Eingangsimpedanz und Linearitat, so daB eine Veranderung 
der zu messenden Strémungsverteilung 
durch die Messung selbst vermieden wird. 
Das Rohrenvoltmeter liefert die Betrags- 
anzeige und gleichzeitig an seinem Ver- 
starkerausgang die MHorizontalablenk- 
spannung zur Phasenmessung am Oszillo- 
graphen OSZ. Der Phasenabgleich erfolgt 
mit Hilfe eines winkelgeeichten Dreh- 
transformators DT, welcher vom selben 
Netz gespeist wird wie das Modell. Seine 
Sekundarspannung liegt als Vertikalab- 
lenkspannung ebenfalls am Oszillogra- 
phen. Der Shunt K liefert jeweils die Be- 
zugsphasenlage des Primarstromes, so daB 
Phasenverschiebungen im MeBsystem aus- 
geschaltet werden. Das gezeigte optische 
Phasenme8verfahren ist auf etwa 2° el. 
genau, jedoch im Gegensatz zu Kompen- 
satoren und MeBverfahren mit mechanischem Gleichrichter (Vektormesser) fiir sehr kleine 
Wechselspannungen sowie in einem weiten Frequenzbereich anwendbar. Bei sorgfaltiger 
Abschirmung ist der Nullpunktsfehler der Betragsanzeige am Réhrenvoltmeter im empfind- 
lichsten MeBbereich < 0,2 wV, so daB bis herab zu 10 wV ausreichend genau gemessen werden 
kann. Entsprechendes gilt fiir die Messung des magnetischen Feldes mit Hilfe einer kleinen 
Spulensonde, die bei ca. 5mm @ und 10 Windungen 50 Hz-Felder bis herab zu etwa 2 A/cm 
zu erfassen gestattet. 


Bild 4. Verwendete MeBschaltung. 
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6. Ergebnisse der Messung und Vergleich mit Rechenwerten 


Das den Messungen zugrunde liegende Modell nach Bild 1 wird in Bild 5 hinsichtlich der 
Abmessungen ohne Dampfungszylinder naher erlautert. 


@— 40mm: °b ==.313' mim; A oo atin 0) =) 350mm a, = 1,772 mm. 


Der Eisenkern besitzt quadratischen Querschnitt mit der 
Kantenlange 54 mm. 

Die Sparwicklung ist in vier Teilspulen unterteilt, so 
daB die Ubersetzungsverhaltnisse 1/2 und 1/4 bzw. 3/4 
eingestellt werden kénnen. Alle Messungen werden im 
Kurzschlu8 der Sparwicklung bei Speisung von der Sekun- 
darseite ausgefiithrt. Zur Erreichung etwa gleicher Tem- 
peratur der Zylinder (40° C) in allen Versuchen betragt 
der eingespeiste Kurzschlu8strom bel # = 1/210A, bei 
u%é = 1/4; 3/411,8 A. Wandstarken d, spezifische Leitfahigkeit x bei 40° C sowie Lange und 
Innendurchmesser der hauptsdchlich untersuchten Dampfungszylinder verzeichnet die nach- 
stehende Tabelle: 


Zylinder | d [mm] 2 40° [104. 1/2 cm] | 7 [mam] D; {mm] 


312,6 | 95 


Bild 5. Abmessungen des untersuchten Modells. 


geschlossen 2,566 | 41,2 


geschlitzt 2,566 41,2 312,06 95 
gewickelt | 9X 0,316 = 2,842 47,2 313,6 93 


Die Leitfahigkeit der Wicklung betragt bei 40°C 54,1 - 104 _*_; die Schlitzbreite beim 
: 5 ; Qcm 
geschlitzten Zylinder ist 1 mm. 

Bild 6 ist fiir # = 1/2 Ausgangspunkt der folgenden Darlegung. Der Verlauf des unge- 
dampften Radialfeldes entspricht der erwarteten Dreiecksform. Sein Héchstwert ist mit 
116 A/cm kleiner als der Rechenwert 130 A/cm. Direkt an der Wicklungsoberflache im 
Fenster findet man praktisch Ubereinstimmung. Die Axialkomponente betragt etwa 10% 
der maximalen Radialfeldstarke. Durch die verschiedenen Langen von Wicklung und Fenster 
werden nur geringe Randst6rungen verursacht. Die Wicklung ist nicht ganz symmetrisch 
aufgebaut; ihre Mittelanzapfung ist etwas iiber die Mitte hinaus verschoben. Diese Un- 
symmetrie bildet sich auch bei den im folgenden gezeigten Strémungsverteilungen in den 
Zylindern ab. 

Aus den im theoretischen Teil angestellten Uberlegungen folgt, daB der geschlossene 
Dampfungszylinder als Grenzfall sich besonders dazu eignet, die verschiedenen Einfliisse von 
Abmessung und Materialwerten sowie elektrischen Daten auf die Streufeldabdampfung zu 
untersuchen. Man darf nach dem dort Gesagten erwarten, daB sich Stéreinfliisse bei den 
anderen Zylindertypen nahezu gleich auswirken wie beim geschlossenen Zylinder. In den 
Bildern 6 und 7 wird der EinfluB der Speisefrequenz gezeigt. Das bei der Abdampfung ver- 
bleibende Radialfeld ist sehr stark von der Speisefrequenz abhangig. Bei dem untersuchten 
Modell ist es bei 250 Hz bereits vernachlassigbar klein. Die 50-Hz-Messung zeigt, daB- bei 
Abdampfung der prozentuale Anteil des entstehenden Axialfeldes zunimmt, so daB es zur 
Berechnung der Streublindleistung mit Hilfe von Gl. (60) beriicksichtigt werden muB. Im 
Verlauf des Radialfeldes macht sich die oben erwahnte Randstérung staérker bemerkbar. 
Da die Abweichungen aber bei kleinen Absolutwerten der Feldstarke auftreten, kénnen sie 
die Gesamtfunktion nur wenig verandern. Ganz ebenso, wie es Gl. (45) mit Gl. (46) erwarten 
1aBt, bildet sich die Zylinderstr6mung um so genauer nach dem Verlauf der Strémung in der 
Sparwicklung aus, je héher die Speisefrequenz ist. Besonders deutlich wird dies auch hin- 
sichtlich der Phasenlage anhand des Polardiagramms Bild 8. 

Der Aufbau des Modells in Bild 1 stimmt mit den Voraussetzungen der Rechnung nur im 
Bereich des Fensters iiberein. Demgema8 ist die Umfangsstr6mung im Zylinder auBen merk- 
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"| 
60 ist 
pl 
8 \ \ Bild 7. Spartransformator mit geschlossenem Dampfungszylinder. 
40 Naar: ae d= 2,5mm; #=1/2; J =10A; f= 10, 50, 250 Hz. Umfangsstromdichte 
7 langs des Zylinders, gemessen im Fenster (+,  gemessen, + gerechnet). 
Se 
60/- 
“elt 
20} 


Bild 6. Spartransformator ohne und mit geschlossenem Damp- 


fungszylinder. d+ 2,5mm, %#%= 1/2; 


250 Hz. 


J = 104; f = 10, 50, 


Radiale und axiale Feldstarke im Fenster gemessen 


langs der Peripherie des Dampfungszylinders (+,  gemessen). 


~160 


47100 
Le 


80 120A/em 160 


Bild 8. Spartransformator mit geschlossenem Dampfungs- 
zylinder. d+2,5mm; t#—1/2; J=10A; f=410; 50Hz. 
Ortskurven der Umfangsstromung im Fenster langs des 


Zylinders, 


0 
-a0} 


{so} 


Bild 9. Spartransformator mit geschlossenem Dampfungszylinder. 
d@=2,51m1m; #=1/4; 3/4; J = 11,8 A; f = 10, 50, 250 Hz. Umfangs- 
stromdichte und Phasenwinkel langs des Zylinders (+,  gemessen; 


Schlitz auBen liegend 


aS seas pe 


-Z =0,096% 


a as 


Blechmitle 00967 


petri : 
ra | 03517 
He 


Schlitzkante 


06 Of 08 O93 10 


Bild 10. Spartransformator mit geschlitzten Dampfungszylinder. 


a@=2,5mm; #=—1/2; 
langs des Zylinders an vier Stellen des Umfangs und Phasenwinkel 
(+, X gemessen). 


f=s50 Hz. 


Umfangsstromdichte 


lich kleiner als im Fenster, und zwar um so deutlicher, je kleiner die Speisefrequenz wird. Es 
muB8 also eine zwischen innen und aufBen vermittelnde Umlenkstrémung flieBen, die diesen 


Unterschied ausgleicht. Sie 1aBt sich tatsaichlich nachweisen und ist bei geschlitztem und 


gewickeltem Zylinder in dhnlicher Weise vorhanden. Dort bewirkt sie eine Deformation 


des von der Rechnung geforderten raéumlichen Verlaufes der Umlenkstrémung i Dh 
sprechende Uberlegungen ergeben sich bei der Darstellung fiir %@ = 1/4; 3/4 in Bild g mit dem 
einen Unterschied, daB der Betragswert der Zylinderumfangsstrémung auf der ganzen Lange 
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Bild 11. Spartransformator mit geschlitztem Dampfungszylinder. Bild 12. Spartransformator mit geschlitztem Dampfungs- 
@~2,5mm; #=1/2; J=10A; f=50Hz, Umlenkstromung zylinder. d = 2,5mm; #=1/2; J=10A; f=50 Hz. Um- 
langs des Zylinders an vier Stellen des halben Umfangs; Schlitz lenkstrémung lings des Umfangs (-+ gemessen; * gerechnet). 


auBenliegend. Maximale Umlenkstromung und Phasenwinkel fiir 
Schlitz im Fenster (+, X gemessen, +» gerechnet). 


Blechmitte 


Bild 13. Spartransformator mit geschlitztem Dampfungszylinder. d= 2,5 mm; 
u% = 1/2; f=50Hz. Ricktungsfeld der elektrischen Stromung im Zylinder. 


endlich bleibt. In einer Bild 8 entsprechenden Polardarstellung verlaufen die Kurven nicht 
mehr durch den Koordinaten-Anfangspunkt. 

Beim geschlitzten Zylinder ist die Umfangsstrémung gema8 Bild10 von der Lage am 
Umfang abhangig. In Ubereinstimmung mit Gl. (51) und (56) ist sie in der Mitte des ab- 
gewickelten geschlitzten Zylinders nahezu so groB wie beim geschlossenen Zylinder, wie ein 
Vergleich mit Bild 7 zeigt. Dieser ihr Maximalwert hangt auch wenig davon ab, ob der Schlitz 
sich im Fenster oder in der dazu entgegengesetzten Lage befindet. Dagegen andert sich die 
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maximale Umlenkstrémung dabei sehr stark. Die Bilder 11 und 12 zeigen den Verlauf der 
Umlenkstrémung fiir auBenliegenden Schlitz und zum Vergleich den ihres Maximalwertes 
fiir die Anordnung mit Schlitz im Fenster. Im letzteren Fall wird die héhere magnetische 

Leitfahigkeit des Fensterraumes wirksam, 


cel Radi wie sie auch fiir die radialsymmetrische 


60-40 auben liegend 
if tec Rechnung angesetzt wurde. Bemerkens- 
om aps : : 5 of 
20 200) ae TWickelanfang wert ist die GréBe der Umlenkstrémung 
ari vr lie a We Ie x im Vergleich zur maximalen Umfangs- 
ie | = spon / stromdichte. Sie iibertrifft diese um etwa 
— 60 es : : ; ; 
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Bild 14. Spartransformator mit gewickeltem Dampfungszylinder. ; A 
d~9X0,3mm; i—=1/2; J =10A; f= 50 Hz. Umlenkstrémung langs Der untersuchte.Wickelzylinder hat 
des Zylinders an vier Stellen des Umfangs, gemessen auf der 4uBersten ’ oO a4 4 
Windung (+, X gemessen; «gerechnet). eine um etwa 10% gréBere Gesamtwand- 


starke als der geschlossene Zylinder. 
Dementsprechend ist die Umfangsstr6- 
mung etwas kleiner. Die maximale Um- 
lenkstr6mung (Bild 14 und 15) ist ge- 
geniiber deijenigen beim  geschlitzten 
Zylinder fast auf ein Drittel zuriickge- 
gangen. Sie klingt praktisch im Verlauf 
der ersten Windung ab, wobei sich durch 
die Eisenunsymmetrie wieder merkliche 
Abweichungen vom erwarteten Verlauf 
gemaB Gl. (51) insbesondere im Bereich 
des Fensters ergeben. Die eingezeichneten 
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Sie pers Rechenwerte sind gewonnen unter Ver- 
: ul : dd : 

——— Konten des quadrat.Eisenkerns — wendung einer korrigierten Fensterbreite, 
Wickelenden auBen liegend : 

die durch Anwendung von Gl. (44) auf 

Bild 15. Spartransformator mit gewickeltem Dampfungszylinder. drei Viertel des Umfanges des Modells zu 

ad~9X0,3mm; #=—1/2; J=10A; f=50Hz. Umlenkstromung langs 
eines Umfangs, gemessen auf der auBersten Windung 
(+, * gemessen; «+ gerechnet). oe 4 a 
1+ 3fa 


gewonnen wird. Sie gestattet, die Eisenunsymmetrie angenahert zu beriicksichtigen. Die 
Messung der maximalen Umlenkstrémung am inneren Wickelende mit Hilfe einer angeléteten 
Drahtsonde ergab, daB die Umlenkstrémung dort nur unbedeutend gréBer war als an der 
entsprechenden Stelle auBen. Damit war experimentell gezeigt, daB inneres und duBeres 
Wickelende den gleichen elektrischen und magnetischen Bedingungen unterliegen, wie es im 
theoretischen Teil angenommen wurde. 

Die nachstehende Tabelle verzeichnet fiir 50 Hz die wichtigsten Leistungsdaten: 


Vo lW) Pol VA] 


Anordnung 


gemessen gerechnet gemessen gerechnet 


ungedampft 

geschlossener Zylinder d ~ 2,5 mm 3,76 1,59 
geschlitzter Zylinder Schlitz auBen 14,0 \ 18 
Schlitz innen 19,0 47 
gewickelter Zylinder d ~ 9- 0,3 mm 3,51 1,99 


(Rechenwerte ohne Beriicksichtigung der Eisenunsymmetrie fiir k = 1). 
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Es zeigt sich, da trotz der Eisenunsymmetrie die bei Abdampfung fast ausschlieBlich mab- 
gebenden Kupferverluste abgesehen vom geschlitzten Zylinder durch die Theorie mit aus- 
reichender Genauigkeit geliefert werden; dagegen sind die MeBwerte fiir die Streublindleistung 
etwa doppelt so groB wie die Rechenwerte. Der Unterschied ergibt sich aus der erwahnten 
Eisenunsymmetrie; in einem diesbeziiglichen Versuch wurde mit Hilfe einer aus Trans- 
formatorblech-Streifen gefertigten Jalousie, die um Wicklung und Zylinder im Abstand der 
auBeren Fensterkontur gelegt wurde, eine gewisse Annaherung an das symmetrische Modell 
angestrebt. Dabei sanken die MeBwerte fiir die Streublindleistung merklich ab, wahrend die 
Kupferverluste praktisch konstant blieben. Im Fall des geschlitzten Zylinders erhalt man fiir 
Lage des Schlitzes im Fenster gute Ubereinstimmung der MeB- und Rechenwerte fiir die 
Streublindleistung. Man muB8 dieses Ergebnis 


erwarten, denn beim geschlitzten Zylinder | | SRG 

wird der groBte Anteil der Streublindleistung Ke _| | | 

im Bereich der Schlitzkanten entwickelt, und ‘0 ice ii | 

fiir diesen Teil des Zylinders sind die Annahmen = : iad 

der Rechnung bei der angegebenen Lage des { —& 

Schlitzes ja gut erfiillt. = : yt fl 
Die Tabelle bestatigt die gemachte Aussage | 

fiir den geschlossenen und gewickelten Zylinder, ae or | | | 

daB die Streublindleistung bei wirtschaftlicher ; ales 

Dimensionierung der Dampfungsmittel aut 14 cae fy H a So 

wenige Prozent zuriickgeht, wahrend die Kup- mee 


i Bild 16. Abhangigkeit der zusatzlichen Kupferverluste und der 
ferverluste auf etwa das Doppelte anstelgen. Streublindleistung von der Windungszahl bei konstanter Kupfer- 


Im beschriebenen Beispiel kann der ge- dicke des gewickelten Dampfungszylinders (berechnet). 


wickelte Dampfungszylinder ab etwa 10 Win- 

dungen hinsichtlich der zusatzlichen Kupferverluste wie ein geschlossener Zylinder berechnet 
werden, wie aus Bild 16 in logarithmischer Darstellung ersichtlich wird. Die Abbildung ver- 
zeichnet fiir Zylinder verschiedener Windungszahl von der Gesamtdicke des gemessenen mit 
g Windungen Streublindleistung und Zylinder-Kupferverluste. Die Darstellung gilt fiir 50 Hz. 
Danach nahern sich die Verluste im Zylinder relativ rascher dem Wert beim geschlossenen 
Zylinder als die Streublindieistung, wenn die Zahl der Windungen bei gleichbleibender Ge- 
samtdicke gesteigert wird. Der Einflu8 der Windungszahl ist schwacher als 1/N?. 


Zusammenfassung 


In theoretischen und meBtechnischen Untersuchungen ‘wird die Wirkungsweise von 
Dampfungszylindern zur kontinuierlichen Streufeldabdémpfung beim voll verstellbaren 
Spartransformator ermittelt. Das Problem ist von Bedeutung fiir Spartransformatoren kleiner 
bis mittlerer Leistung (ab ca. 5 kVA), bei denen die spezielle Forderung guter Spannungs- . 
steifigkeit bei verschiedenen méglichen Anzapfungen vorliegt. Beispiele sind Spartrans- 
formatoren fiir Laboratoriumszwecke, fiir kleinere Gleichstromantriebe mit Siliziumgleich- 
richtern und als Méglichkeit die Anwendung fiir Lokomotivtransformatoren. 

Man erhalt fiir den einlagig gewickelten Spartransformator eine Streufeldabdampfung bis 
auf wenige Prozent verglichen mit dem ungedaémpften Fall, wahrend bei wirtschaftlicher 
Bemessung die Kupferverluste etwa auf das Doppelte steigen. Jedoch fallt der letztere Um- 
stand namentlich bei mittelgroBen Einheiten nicht ins Gewicht. Im Falle des untersuchten 
Modells ergibt sich trotz der noch kleinen Fensterlange von 35 cm eine Reduktion der maxi- 
malen, auf die Eingangsspannung bezogenen Kurzschlu8spannung von 4% auf 1,5%. Der 
Platzbedarf im Transformatorfenster wird nur unwesentlich erhéht, da ein isolierter gewickel- 
ter Dimpfungszylinder direkt als Tragk6rper fiir die Sparwicklung dienen kann. Eine An- 
wendung fiir Mittelfrequenztransformatoren ist méglich, wenn die Einzelblechstarke geniigend 
klein, d. h. die Windungszahl des Dampferwickels entsprechend gro8 gewahlt wird. 
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Laplacesche Transformation, Anfangswerte 
und unstetige Funktionen, physikalische Dimensionen 


Von 
JOHANNES FISCHER 
Mit 4 Textabbildungen 


(Eingegangen am 19. Mai 1961) 


Inhaltstibersicht: 1. Bezeichnungen und Benennungen — 2. Anfangswerte — 3. Stoérungsfunktion und 
AnregungsgroBe — 4. Sprungfahige Systeme — 5. Die Aquivalenz von Anfangswerten und Nadelimpulsen — 
6. Sprung und Nadelimpulse als mathematische Funktionen und als physikalische GréBen. 


1. Bezeichnungen und Benennungen 


Wir benutzen im folgenden die eindimensionale, einseitige Laplacesche Transformation 
nach der Definition 


fens! Fé Sah (0) hays) (1.1) 


die heute in der Theorie der Systeme (der Elektrotechnik und der Regelungstechnik) und in 
den Integraltafeln bevorzugt wird, wir nennen f(s) das Bild des Originales F(¢), schreiben die 
Transformation des Bildes in das Original 1Q{/(s)} = F(t), verstehen unter der Variabeln ¢ 
des Originalbereiches bevorzugt die Zeit, da wir Anfangswertprobleme betrachten, und nennen 
s die Variable des Bildbereiches (jedoch nicht ,,komplexe Frequenz‘‘). — Wir erinnern noch 
daran, daB in dem Ausdruck fiir die Transformation der Ableitung 

oe 

| en st = dt = s- Q{F()} — F(o) = s- f(s) — Flo), (1.2) 
das zweite Glied nichts anderes ist, als der Wert des Integrales an der unteren Grenze o. 
Deswegen ist es hier korrekt, diese GréBe als Funktionswert F(o) zu schreiben, und zulassig, 


sie als Integrationskonstante aufzufassen, denn sie ist ein von s unabhangiger fester Wert. 
Entsprechendes gilt fiir die zweiten und folgenden Glieder in 


a = s?. f(s) —s- F(o) — F’(o) , 
‘ (1.3) 
Q vas Oe f(s) __ gt F(o) SIS F’(o) Sahn — F"—(0) . 


Bei der Behandlung von Anfangswertproblemen im Zeitbereich ¢ = o werden die Konstanten 
F(o), F’(o),...F"—(0) als die Anfangswerte gedeutet, und eben in dieser Méglichkeit 
wird ein besonderer Vorteil der Anwendung der einseitigen Laplaceschen Transformation 
gesehen. Was hierbei unter Anfangswerten zu verstehen ist, mu8 genau festgelegt werden. 

Wir schreiben im folgenden die gesuchte GréBe Y(t) und nennen sie Reaktion (Wirkung, 
Antwortgr6Be, Ausgangsgr6Be), die auslésende (bewirkende) GroBe schreiben wir U(¢) und 
nennen sie Anregungsgroéfe (Eingangsgr6Be). 

Es wird sich also um die Anfangswerte der Reaktion Y(t) und ihrer Ableitungen und 
ebenso um die Anfangswerte der Anregungsgr6Be U(¢) und ihrer Ableitungen handeln. 


2. Anfangswerte 


AnregungsgroBen (Stérungsfunktionen) oder ihre Ableitungen sind oft im Punkte ¢= 0 
unstetige Funktionen. Ein entscheidender. Vorteil der LAPLAcEschen Transformation besteht 
darin, da8B die Bilder unstetiger Funktionen der reellen Variabeln ¢ regulare Funktionen 


20* 
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der Variabeln s sind (teils mit, teils ohne Einschrankungen), sodaB im Bildbereich die gesam- 
ten Hilfsmittel der Funktionentheorie zur Verfiigung stehen. Dies war die entscheidende und 
vorher nicht in dieser Deutlichkeit ausgesprochene Erkenntnis K. W. WAGNERs in seiner 
Pionierarbeit 1916}, in der er den ,,Operator‘’ HEavistpEs als komplexe Variable gedeutet 
und ausgewertet hat. 

Bei einer in ¢ = o unstetigen Funktion ist die Antwort-auf die Frage, was als Anfangswert 
zu gelten hat, nicht selbstverstandlich. Wir erinnern an die folgenden Definitionen: Wir 
nennen rechtsseitigen Anfangswert F(-+ 0) den Grenzwert der Funktion F(é), der dann ein- 
tritt, wenn das positive Argument ¢ = ¢ unbegrenzt abnimmt: 

F(+ 0) = limes F(o + ¢), (2.1) 


im Gegensatz zu dem linksseitigen Anfangswert, der entsprechend erklart ist durch 
F(— 0) = limes F(o —e). (2.2) 


é€é—o 
A. Sind die Anregungsgr6Be U(t) und ihre in Betracht kommenden Ableitungen 7m Punkte 
t =o stetige Funktionen, so ist fiir jede dieser Funktionen der rechtsseitige Anfangswert 
gleich mit dem linksseitigen. Die einseitige LAPLAcEsche Transformation hat aber zur Vor- 
aussetzung, daB die Stérung erst fiir ¢ = o einsetzt und fiir t < o fortwahrend null war. Da- 
her sind in diesem Fall die Anfangswerte der Anregung und ihrer in Betracht kommenden 
Ableitungen alle einzeln null: 


U(+ 0) = U'(+ 0) =-+- = UM(+4 0) =o. (2.3) 


Sind die Anregung und ihre Ableitungen stetig in ¢ = 0, so miissen in diesem Punkte auch die 
Reaktion Y(t) und ihre in Betracht kommenden Ableitungen stetig sein. Die Anfangswerte 
kénnen also nur durch den Zustand des Systemes, der fiir ¢< 0 geherrscht hat, also durch 
seine Vergangenheit, bestimmt sein. Wir diirfen sie darum schreiben 


Vio) VR 0) So) Se). 


Diese Anfangswerte nennen wir die Vergangenheitswerte. Sie sind also grundsatzlich un- 
abhangig von der Anregung. 

Wir sagen, ein System werde aus dem Zustand vélliger Ruhe oder vélliger Entspanntheit 
heraus angeregt, wenn seine Vergangenheitswerte alle einzeln null sind: 


Y¥( 0) Ye 1 oO. (2.4) 


Dieser einfache Sachverhalt legt den Gedanken nahe, bei komplizierteren unstetigen 
Anregungsarten dadurch mathematische Schwierigkeiten zu umgehen, daB man zum Beispiel 
einen Sprung durch einen stetigen Ubergang ersetzt, und erst im Ergebnis der Rechnung 
Y(t) die Parameter der Anregungsgr6Be U(#) so wahlt, daB ihr Anstieg hinreichend steil ver- 
lauft. Unstetige Funktionen erscheinen so als Grenzwerte stetiger. Bei der Untersuchung des 
Zeitverhaltens reeller Systeme ist es ohnehin schon aus physikalischen Griinden nicht er- 
forderlich, mit Spriingen, Nadelimpulsen, Doppelst6Ben und so weiter zu rechnen, die in 
mathematischem Sinne beliebig (unbegrenzt) kurze Zeit dauern. Stetige Anregungsfunktionen, 
die den Anforderungen einer vorgelegten Aufgabe geniigen und hinreichend einfache Bilder 
haben, lassen sich oft finden. 

B. Bei im Strenge unstetiger Anregung liegen die Verhaltnisse weniger einfach. Springt 
zum Beispiel die Anregungsgr6Be im Zeitpunkt ¢ = o in einer unbegrenzt kleinen Zeitspanne 
vom Werte null auf einen endlichen Wert U), so kann es vorkommen, daB die Reaktion in 
demselben Zeitpunkt gleichfalls springt. 

Als Beispiele betrachten wir die zwei einfachen elektrischen Netze Bilder 1a und 1b. Die 
gesuchte Gréfe, die Reaktion Y(é), ist die Spannung U,(¢), die AnregungsgréBe U(t) ist die 
Spannung U,(é). Einfachheitshalber nehmen wir an, daB die Systeme sich fiir ¢ < 0 in vélliger 


1K. W. Wacner, Arch. f. Elektrotechn. 4 (1916) S. 159—163. 
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Ruhe befinden, also ohne Stréme und Spannungen sind: daher ist U,(— 0) = 0. Nun sei 
die in = 0 eintretende Anregung ein Sprung von der Hohe Up, also U,(+ 0) = Uy. Dann 
ist fiir das Netz ib ersichtlich der rechtsseitige Anfangswert der Reaktion U,(+ 0) = Up, 
denn fiir ¢ = o war das Netz nach Voraussetzung stromlos. In diesem Fall ist fiir das Netz 
1a desgleichen U,(-+ 0) = Uy, denn fiir 4=o0 war nach Voraussetzung die Kapazitat C 
ladungslos, daher spannungslos. In diesen beiden Fallen springen die Anregung und die 


R, C R 
l 
b, U, ly U, 
R 
: Db c 
BH A yt yet yy Mh a a a 
Cap tly t= 5 Ut a L 2+ (Ry Ra) = Rel +L a, lis 
dU, du, 1 aU, 
ile: au L, 2 +R 24 — b= ss 
WY es M(s) _ sl + Rp at dt ¢C at? 
MS) gay BtR Ms) 5b+k,+R, Mai 


2 
-s°L 
Ms) s*l4+sk+ UC 
Bild1a—c, Beispiele einfacher Netze. AnregungsgréBe: Spannung U,(t), Reaktion: 
Spannung U,(t), — Differentialgleichung (3.2), Ubertragungsfunktion (3.13). 


Reaktion gleichzeitig auf die gleiche Hohe. In anderen Fallen ist der Sprung gleichzeitig, 
aber nicht gleich groB: werden zum Beispiel in dem Netz 1a die beiden Klemmen, zwischen 
die der Pfeil U, gezeichnet ist, durch eine Kapazitaét C, miteinander verbunden, so wird da- 
durch der gleichzeitige Sprung der Reaktion nicht etwa unterbunden, wie man vermuten 
kénnte, vielmehr hat er die GréBe U,(-+ 0) = U,- C/(C + C,), er ist also kleiner, als der 
Sprung U, der Anregung. Ist die Anregung ein Sprung, so beginnt in diesen Fallen die Reak- 
tion U,(t) aus dem Zustand volliger Ruhe heraus mit einem von Null verschiedenen rechts- 
seitigen Anfangswert U,(+ 0). — Es kann, es muB8 aber nicht so sein: wird zum Beispiel 
das Netz ib so verandert, daB die Selbstinduktivitat L nicht in Reihe mit dem Widerstand 
R,, sondern mit R, liegt, so daB also die Klemmen, zwischen die der Pfeil U, gezeichnet ist, 
die Klemmen des Widerstandes R, sind, so ist U,(+ 0) = 0 bei 

springender Anregung. : af 

Es gibt offenbar zwei Arten von Anfangswerten: solche, die 
durch die Vorgeschichte (die Vergangenheit) des Systemes und 
nur durch diese bestimmt sind (a in Bild 2) und solche, die durch 
die besondere unstetige Art der Anregung und nur durch diese 
verursacht sind (0 in Bild 2). =e0ue 

Man kann also nicht allgemein vorschreiben, daB die Lésungs- Bild 2. F(t) hat an der Stelle =o 
funktion Y(é) fiir ¢> 0 sich stetig an den Vergangenheitswert ee, 
anschlieBen muB; es gibt sprungfahige Systeme. 

Eine Funktion F(é), die im Punkte ¢ = 0 springt, derart, daB F(¢) = 0 fiir ?< 0 und F(?) 
= f,=const fiir ¢>o0 ist, hat fiir ¢=o einen unbestimmten Funktionswert (zwischen 
o und Fy); von anderen Funktionen kann die Ableitung nach ¢ in diesem Punkte nicht ge- 
bildet werden, sie existiert nicht. Man mu8 den Punkt ¢ = 0 ausschlieBen. Das bedeutet, 
daB die Rechnung (die Lésung einer vorgelegten Aufgabe) sich auf den Bereich ¢ = +0 
erstreckt und daB daher die rechtsseitigen Anfangswerte genommen werden miis- 
sen. (In der Tat ist dann zum Beispiel fiir die oben definierte Sprungfunktion eindeutig 
F(+ 0) = Fy und F’(+ 0) = 0). 

Wenn einerseits aus mathematischen Griinden der Punkt ¢ = 0 notwendig ausgeschlossen 
werden mu8, wenn andererseits ein rechtsseitiger Anfangswert, etwa Y(+ 0), sich von dem 
Vergangenheitswert Y(—o0) unterscheiden kann, wie zum Beispiel bei unstetiger Anregung 
sprungfahiger Systeme, dann liegt die Frage nahe, ob in einem solchen Falle fiir die Durch- 
fithrung der Methode der LapLacEschen Transformation der rechtsseitige Anfangswert Y(-+ 0) 
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vorausgesetzt, also durch andere, unabhangige Uberlegungen gefunden werden muB, oder ob 
durch die Rechnung der Sprungwert Y(-+ 0) — Y(— 0) erbracht wird. MuBte der Sprung- 
wert vorausgesetzt werden, so ware das in der Tat eine ernsthafte Schwierigkeit fiir die Me- 
thode der LapLaAcEschen Transformation, denn bei Systemen, die nur wenig verwickelter 
sind, als die gezeigten Beispiele, kann der Sprungwert Y(-+ 0) — Y(—o0) nur selten mehr 
durch physikalische Uberlegungen mit Sicherheit vorhergesagt werden?. 

Die Frage laBt sich recht einfach beantworten, wenn man zuerst ein Beispiel untersucht 
und erst dann auf allgemeine Betrachtungen tibergeht. Wir wahlen das Netz nach Bild 3 
(S. 305). Die Systemgleichungen sind 


U,=U, + IRL, 


dU¢ 
dt 


fC 


’ 


mit den Anfangswerten (Vergangenheitswerten) 
U,(0) = Q,/€ und I(o) =1, — tir ¢= —0- (2.6) 


Uber die AnregungsgréBe U,(t) besagen diese Anfangswerte also, daB sie einen Anfangswert 
U,(0) #0 hat. Wir wollen daher im folgenden, ohne die Formelzeichen zu andern, fiir ¢ > 0 
unter U,(¢) und U,(¢) die GréBen verstehen, die sich zu den Vergangenheitswerten addiercn. 

Man kann nun die Methode der LApLAcEschen Transformation entweder so anwenden, 
da8 man aus den Gleichungen (2.5) durch Elimination die Differentialgleichung herstellt, die 
die Reaktion U,(t) mit der Anregung U,(t) verbindet, und dann diese in den Bildbereich 
transformiert, oder so, daB man die Systemgleichungen (2.5) unmittelbar in den Bildbereich 
iibersetzt und dort durch Eliminationen die algebraische Gleichung zwischen dem Bild u;(s) 
der Reaktion und dem Bild u,(s) der Anregung herstellt. 

A. Wir beginnen mit dem zweiten Wege. Die Bildgleichungen zu (2.5) sind 


u,(s) = u-(s) + s Li(s) —L I(o) + Ri(s), 
uz(s) = s Li(s) —L I(0), (2.7) 
u(s) = sC u,(s) = C U-(o) . 


Indem man zuerst u,(s), darauf 2(s) eliminiert, erhalt man das Bild der Reaktion 


SLC __ sLC-Ug¢(o) +sL RC-1(0) + L- Io) 
BWRG AE GG on UO ECT AELSE si } 


up (s) = 14 (s) (2.8) 
Welche Anfangswerte werden hier gefordert? Mit Sicherheit ist Q(+ 0) = Q(—0) = Qp, 
dies auch dann, wenn U,(t) in¢ = 0 auf den Wert U, springt. In (2.8) ist daher U,(0) = Q)/C 
der Vergangenheitswert. Mit derselben Sicherheit ist I(-+ 0) = I(—o) = I); auch wenn 
U,(¢) in ¢ = 0 springt, hat in diesem Punkt J(¢) keinen Sprung. In (2.8) hat daher I(o) mit 
Sicherheit die Bedeutung des Vergangenheitswertes. Die Frage nach dem rechtsseitigen 
Anfangswert der Reaktion U;(+ 0) kann zwar hier noch leicht beantwortet werden: 
es ist U;(+ 0) = U,(-+ 0) = Uy, aber diese Frage ist auf diesem Wege der Rech- 
nung gar nicht gestellt. — Es sind zwei rechtsseitige Anfangswerte aufgetreten, die mit 
volliger Sicherheit als die Vergangenheitswerte Q,/C und J, erkannt sind. 


? Zum Beispiel spricht G. Wunscu (Z. f. Hochfrequenz. u. Elektroak. 69 (1960) S. 133—149) die Ansicht 
aus, daB diese Anfangswerte ,,durch miihevolle Rechnungen und physikalische Uberlegungen erst ermittelt 
werden miissen“. Er urteilt daher auch, daf ,,die Methode der Laplace-Transformation den praktischen 
Problemen gar nicht so ideal angepaBt ist, wie gemeinhin angenommen wird‘‘. — Wir kénnen uns diesen 
Meinungen nicht anschlieBen. Die weiteren Ausfiihrungen dieses 2. Abschnittes sollen zeigen, daB sie un- 
zutreffend sind. 


L : 
3 __ a uz(s) ist das Bild der Ausgangsspannung U,(t) des Netzes nach Bild 1c. 
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Wir haben nun zu zeigen, daB die Methode den rechtsseitigen Anfangswert der Reaktion 
U,(-+ 0) auch dann ergibt, wenn U,(#) die erwahnte Sprungfunktion ist, daB die Methode 
also auch dann nicht diesen Anfangswert etwa als Voraussetzung erfordert. Dazu werden 
wir einfachheitshalber von dem véllig entspannten System ausgehen und also U,(o) = I(o) 
= 0 in (2.8) setzen. Ist nun U,(t) der Sprung der Hohe Uy in ¢ = 0, so ist “4(s) = U,/s. Wir 
wenden auf (2.8) unter der gegebenen Voraussetzung den Grenzwertsatz an 


limes s- f(s) = limes F(t) = F(-+ 0) (2.9) 
$—> 00 i>0 
und erhalten sofort# 
U,(+ 0) = Uy. (2.10) 


Um einzusehen, da8 der rechtsseitige Anfangswert der Reaktion, also der Sprungwert, ein 
Ergebnis und nicht etwa eine Voraussetzung der Rechnung ist, braucht man hier somit nicht 
einmal in den Originalbereich zu transformieren. 

B. Der andere Weg der Rechnung beginnt damit, daB man aus den Systemgleichungen im 
Originalbereich durch Eliminationen die Gleichung herstellt, die zwischen Anregung und 
Reaktion besteht. Diese Gleichung wird hier aus (2.5) erhalten zu 
R dU, Pectin 


@U;, 1 
qa ea aa 


(2.11) 


Diese Gleichung hat nur dann einen Sinn (sie ist nur dann anwendbar), wenn die Anregungs- 
funktion U,(¢) ohne Einschrankung eine zweite Ableitung nach f hat. Ob diese Voraussetzung 
erfiillt ist, mu8 im einzelnen Fall gepriift werden. Indem man dann (2.11) schematisch mit 
Hilfe der Regel (1.2,3) transformiert, erhalt man 


up(s) {s¢ + 8 = 4 ral (s a =| U, (0) — Ux(o) = s*u4(s) —s U,(o) —Ui(0). (2.12) 


Vier Anfangswerte sind zu interpretieren. Hier wird man zuniachst zur Vereinfachung, da 
U,(t) als zweimal differentiierbar vorausgesetzt wird, setzen 


aU, 
Fr Pay. (2.13) 


Dann hat man an Stelle von (2.12) zwar einfacher 


1 


us) s+ 8 E+ pot —(s + F) Ur(0) — Vio) = v6), (2.14) 


jedoch befindet man sich auch dann nicht auf gleich sicherem Boden, wie auf dem ersten 
Wege (A) der Rechnung: Vermutet man, daB bei Anregung durch einen Sprung als rechts- 
seitige Anfangswerte U,(+ 0) und U;(+ 0) die Vergangenheitswerte, vermehrt um die 
Sprungwerte, einzusetzen sind, so wird man in diesem einfachen Falle zwar den Sprungwert 
U,(+ 0) = Up) noch mit Sicherheit, aber den zustandigen Wert U;(+ 0) nicht mehr so 
leicht vorhersagen kénnen. Ist dagegen bekannt, daB als rechtsseitige Anfangswerte die 
Vergangenheitswerte einzusetzen sind (die also von der Anregung nicht abhangen), so hat 
man damit zwar eine eindeutige Grundlage fiir die Rechnung, jedoch miissen dazu diese 
Vergangenheitswerte U,(0) = L- I’(o) und U;(0) =L- I’’(o) bekannt sein. Aber diese 
Werte sind im allgemeinen gar nicht unmittelbar gegeben, viel naher liegen die Vergangen- 
heitswerte U,(0o) = Q,/C und I(o) = Jo, die auf dem ersten Wege (A) ganz von selbst in die 
Rechnung eingegangen sind und auch eine unmittelbar anschauliche physikalische Bedeutung 
haben. (Die Quadrate dieser GréBen bestimmen die fiir = —o bestehenden Augenblicks- 
werte der elektrischen Energie, der magnetischen Energie, der Stromwarmeleistung.) — 


a tLe 
5 SG chines, | 
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Nachdem man dann die Gl. (2.14) gelést und die Lésung transformiert hat, hat man erst den 
Zusammenhang erhalten zwischen der Reaktion U,(¢) und der Stérungsfunktion ¥(é); um 
aber den Zusammenhang der Reaktion mit der Anregungsgr6Be U,(t) zu erhalten, mu8 man 
in einem zweiten Schritt die Differentialgleichung (2.14) lésen, also zwei Integrationen be- 
ziiglich der Variabeln ¢ mit bestimmten Grenzen ausfiihren, anders gesagt: man mu8 zwei 
Integrationskonstante kennen. Man kann zum Beispiel (2.13) in den Bildbereich transfor- 
mieren. In dem Fall, daB U,(¢) der Sprung der Hohe U, in ¢t = 0 ist, ist die Bildgleichung 
von (2.13) nach der Transformationsregel fiir die Ableitungen der Sprungfunktion allerdings 
einfach 


p(s) = 2 — = 0s; (2.15) 


die GréBen U,(+ 0) und Uj(+ 0) gehen also in diesem besonderen Falle nicht ein, ver- 
gleiche (6.2,4). 

Der zuerst (A) gezeigte Weg (Ubersetzung der einzelnen Systemgleichungen in den Bild- 
bereich) hat ersichtlich die gréBere Sicherheit, ihm gegeniiber wirkt der andere Weg (B, 
Eliminationen im Originalbereich) unsicher und hinsichtlich der Anfangswerte sogar beinahe 
gektinstelt. Hierauf hat insbesondere G. DoETscH hingewiesen®. 


C.Im allgemeinen Fall sind die einzelnen Gleichungen eines Systemes teils algebraische 
Gleichungen, teils Differentialgleichungen; es kénnen auch bestimmte Integrale als Glieder 
auftreten. Der Praktiker hat bisher immer wohl schon ohne Bedenken die Gleichungen eines 
Systemes einzeln in den Bildbereich tibersetzt und dort weitergerechnet®. Aber eine allgemeine 
Untersuchung dariiber, ob dieses Vorgehen in jedem Falle zur richtigen Lésung fiihrt, hat 
doch wohl als erster G. DoETSCH angestellt®. Hiernach gilt folgendes: 

Liegt ein System von Differentialgleichungen vor (in unserem Beispiel die Gl. (2.5)), Yo) 
1aBt sich das Kennzeichen dafiir angeben, wann die Anfangswerte beliebig vorgeschrieben 
werden kénnen; dazu ist es notwendig und hinreichend, daB die Determinante aus den Koeffi- 
zienten der héchsten Ableitungen der Lésungsfunktionen nicht verschwindet. Liegt dieser 
Fall vor, so sind die vorzuschreibenden Anfangswerte selbstverstandlich die Vergangenheits- 
werte; sie werden von den Lésungen mit Sicherheit angenommen: die Vergangenheitswerte 
sind zugleich die rechtsseitigen Anfangswerte. Liegt dieser Fall nicht vor (wie etwa in dem 
Beispiel der Gl. (2.5)), so kénnen die rechtsseitigen Anfangswerte nicht beliebig (eben als 
die Vergangenheitswerte) vorgeschrieben werden, jedoch lassen sich in diesem Fall die Be- 
dingungen dafiir angeben, daB es eine Loésung der Anfangswertaufgabe gibt. Diese Bedingun- 
gen stellen sich dar als Gleichungen, die zwischen den rechtsseitigen Anfangswerten der 
Lésungsfunktionen und dem rechtsseitigen Anfangswert der Anregungsfunktion bestehen 
miissen, und entsprechendes gilt fiir die Ableitungen an der Stelle ¢ = + 0 bis zur (m — 1) ten, 
wenn die Differentialgleichungen von n-ter Ordnung sind. Die rechtsseitigen Anfangswerte 
der Lésungsfunktionen und ihrer Ableitungen werden somit in diesem Fall durch die rechts- 
seitigen Anfangswerte der Anregungsfunktion und ihrer Ableitungen muitbedingt, sie kénnen 
nicht unabhadngig von diesen einfach als die Vergangenheitswerte vorgeschricben werden. 
Springt also die Anregungsfunktion U(é) an der Stelle = 0 vom Wert U(— 0) = 0 auf den 
Wert U(+ 0) = Up, so haben die erwahnten Verkniipfungsgleichungen zur Folge, da8 der 
rechtsseitige Anfangswert Y(-+ 0) verschieden sein muf8 vom Vergangenheitswert Y(— 0), 
sodaB also die Lésungsfunktion Y(t) gleichfalls in ¢ = o springt. 

Aber der Sprungwert Y(-+ 0) — Y(—o0) wird bei der Methode der LApLAcEschen Trans- 
formation durch die Rechnung erbracht, er muB nicht etwa als Voraussetzung zur Verfiigung 
gestellt werden (er mu8 nicht etwa bekannt sein, bevor die Lésung Y(t) bekannt ist und damit 


5 Beispiele fiir dieses Vorgehen auch bei K. W. WaGNER, Operatorenrechnung und Laplacesche Transfor- 
mation, Leipzig 1950. 

6 Vergleiche G. Dortscn, Anleitung zum praktischen Gebrauch der Laplace-Transformation, S. 67— 69, 
Miinchen 1956 und: Einfiihrung in Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation, S. 105—123, Basel 
und Stuttgart 1958, dort allgemeine Beweisfiihrung und Beispiele. 
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sie tiberhaupt hergestellt werden kann). Das hat auch das Beispiel gezeigt, und zwar auf dem 
Rechnungsweg A) der Eliminationen im Bildbereich mit groBer, auf dem. Weg B) der Ehi- 
minationen im Originalbereich mit geringer Sicherheit. Wir werden darum diese wichtige 
Tatsache im 4. Abschnitt allgemeiner nachweisen. 

Es ist somit fiir die Anwendung der Methode der LApLacEschen Transformation ganz 
gleichgiiltig, ob ein System von Differentialgleichungen die Bedingungen, unter welchen die 
Anfangswerte beliebig vorgeschrieben werden kénnen, erfiillt oder nicht. Die Lésungsmethode 
ist dieselbe; im zweiten Fall stellt die Rechnung von selbst die allenfalls auftretenden Sprung- 
werte der Reaktion und ihrer Ableitungen her. In jedem Fall sind daher als Anfangswerte 
die Vergangenheitswerte einzusetzen; sie sind von der Anregung unabhangig. 

Wird ein System aus dem Zustand der Ruhe heraus angeregt, so ist das Bild der Reaktion 
von der Form 


y(s) = u(s) . = (2.16) 


wie das Beispiel (2.8) gezeigt hat. 


3. Storungsfunktion und Anregungs¢réBe 


In mathematischen Darstellungen wird die Methode der Lapraceschen Trans- 
formation bevorzugt gelehrt an dem Beispiel der einfachen Anfangswertaufgabe: 
Gegeben die Differentialgleichung 


dim y d@—1)y dY 
a ayn An —1 qui perc he ate 2g at + ay Y = Wit) 
und die Anfangswerte Y"—%(0) ,... Y’(o) , Y(0) ; (3.1) 


gesucht Y(¢) fiirt¢2o. 


Hierin sind die Koeffizienten a,, @, 4, .. . 4 reelle Konstante, W(d) ist die St6rungsfunktion 
im mathematischen Sinne (in der ein absolutes Glied nicht grundsatzlich ausgeschlossen ist), 
und es sind gerade diese Anfangswerte einzeln gegeben. 

In der Theorie der linearen Systeme (der Elektrotechnik, der Regelungstechnik, 
der Schwingungstechnik) fragt man -nach der Wirkung Y(t) einer Anregung U(t). Die 
(mathematische) St6rungsfunktion Y(t) und die (physikalische) AnregungsgréBe U(¢) sind im 
allgemeinen nicht dasselbe, vielmehr zeigen schon einfache Beispiele (vergleiche Bild 1), daB 
fiir ein gegebenes System in Bezug auf eine gegebene Anregungsgr6éBe sich eine Differential- 
gleichung von diesem Bau ergibt: 


dmy dy dU dm U 
sa Jee tay ARORA eon ale Ve ee Ota ae (3.2) 
iaierinysind die Koeffizienten, ay; 4d, 4, «- <d@,und ebenso die Koeffizienten’ 6,,,..b,, 4; -< Yo 


reelle Konstante, die durch die Eigenschaften des Systemes, und nur durch diese, gegeben 
sind (zum Beispiel durch die konzentrierten Schaltelemente eines gegebenen elektrischen 
Netzes). 

Selbstverstandlich besteht kein Widerspruch zwischen den Formulierungen (3.1) und (3.2), 
denn wenn die AnregungsgréBe U(t) gegeben ist, kann der Differentialausdruck rechts vom 
Gleichheitszeichen in (3.2) gliedweise errechnet und zur Stérungsfunktion W(¢) zusammen- 
gefaBt werden (falls U(t) differentiiert werden kann); indessen gerade diesen Schritt 
unterlaBt im allgemeinen die Systemtheorie aus einem Grunde, an den wir sogleich erinnern 
werden. 

Indem man erstens die Differentialgleichung (3.1) gliedweise in den Bildbereich transfor- 
miert und dort nach der Bildfunktion der Reaktion auflést, erhalt man bekanntlich 


yal Ge oA) 
AS ie ra ik =o O) = ys) + (5) (3-3) 
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Hierin ist 

IV (8) Fe a8" =P pe See eel el aa's eg = (3.4) 


Wir nennen diese ganze rationale Funktion das kennzeichnende Polynom, denn sie wird allein 
durch die Koeffizienten a, und nicht durch die Anfangswerte der einzelnen Aufgabe und 
auch nicht durch die besondere Stérungsfunktion bestimmt. y(s) ist das Bild der Stérungs- 
funktioa, P,,,(s; Y(o)) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade » —1 in s, deren 
Koeffizienten sowohl durch die Koeffizienten a,, als auch durch die samtlichen Anfangswerte 
Y)(0) der besonderen Aufgabe bestimmt werden, und zwar so, daB das Polynom verschwindet, 
wenn alle Anfangswerte null sind: 


De go Ls (0)) 0 fiir VOD) (Gy cere con Y (0) = (Gee (3.5) 
Zum Beispiel ist fiir » = 1, 2, 3: 
Rea O)i5 
P, = {d,s + a,} Y(0) + a, Y(0), (3.6) 


P, = {a3 5° + a,s + a} Y(0) + {3s -t a} Y(o) + a, Y"{0). 


Die Anfangswerte in (3.3) sind immer die Vergangenheitswerte, wie im vorangegangenen 
zweiten Abschnitt festgestellt worden war. Hiernach ist Y,(¢) = +Qy,(s) die Reaktion auf 
eine in ¢ = 0 einsetzende auBere Anregung, die vorher null war, bei verschwindenden Anfangs- 
werten (wenn also das System vorher in Ruhe war), und Y,(t) = 12 y,(s) ist die Reaktion 
auf die Vergangenheitswerte bei verschwindender auBerer Anregung (wenn also das System 
frei, in sich geschlossen, ist). Man kann also immer, wenn man will, diese beiden Vorgange 
getrennt behandeln. Man kann aber auch in der Bildfunktion (3.3) zusammenfassen 


p(s) + P,—. (s; Y(o)) = Als), (3-7) 
so daB man die Bildfunktion 


N,(s) ; (3-8) 


in den Originalbereich zu iibersetzen hat. Ist W(t) die Sprungfunktion der Hohe U, in # = 0 
(also p(s) = U,/s) und ist y(s) eine gebrochene rationale Funktion, so ist die Ubersetzung der 
in Partialbriiche zerlegten Bildfunktion y(s) in den Originalbereich der HEAVISIDEsche Ent- 
wicklungssatz 


“3, (0) H(s,) Syt | Ale piel (sy) Sut. 
(i Nn(0) s+ Nj,(s;) : | | Sy* Na (Sp) aa (3-9) 
S,,...8, sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung N,(s) = 07%. In der Funktion 


H(s), die im Originalbereich mit den diskreten Werten H(s,),...H(s,) auftritt, sind die 
Anfangswerte enthalten, vergl. (3.7). Der Entwicklungssatz (3.9) gilt also durchaus nicht 
etwa nur unter der einschrankenden Voraussetzung, daB alle Anfangswerte null sind (er gilt 
nicht nur ausschlieBlich fiir véllig entspannte Systeme). Hierauf hat schon WAGNER hin- 
gewiesen®; gleichwohl findet sich diese irrige Meinung auch heute noch gelegentlich in der 
Literatur. 


Indem man zweitens die Differentialgleichung (3.2) schematisch gliedweise in den Bild- 


bereich transformiert und dort nach der Bildfunktion der Reaktion auflést, erhalt man 
M,,,(s) 1 é y ; » 
ONSEN N,(s) Ng) tPn—1 (83 Y%(0)) — Om —s (85 U(0))} (3-10) 


? Die angeschriebene Form (3.9) gilt, wenn unter den » Wurzeln keine untereinander gleichen vorhanden 
sind. 
5 K. W. WacneEr, Operatorenrechnung und Laplacesche Transformation, S. 67, Leipzig 1950. 
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Hierin ist N,(s) das in (3.4) angegebene kennzeichnende Polynom, u(s) ist das Bild der An- 
regungsfunktion U(#), ferner ist 


MEAS) 0 SO aS as OS Dy. (3.11) 


Das Polynom P,,_, (s; Y(0)) ist dasselbe, wie oben angegeben, vergl. (3.5,6,) schlieBlich ist 
Ory (s; U)(0)) eine ganz entsprechend gebaute ganze rationale Funktion vom Grade m — 1 
in s; ihre Koeffizienten sind durch die Koeffizienten b, und durch die Anfangswerte der 
Anregungsfunktion und ihrer Ableitungen, also durch U™—1)(0),... U’(o), U(o) gegeben. Das 
Polynom Q,,__, ist durch die Transformation der Ableitungen der Anregungsgr6Be entstanden. 

Nach dem oben Gesagten sind die Anfangswerte in (3.10) die Vergangenheitswerte. Sind 
also die Anregung U(¢) und ihre Ableitungen in ¢ = 0 stetige Funktionen, so ist Q,,_, = 0 
nach (2.3). Ist U(é) die Sprungfunktion oder eine Pseudofunktion (ein einfacher oder mehr- 
facher Nadelimpuls, eine einfache oder mehrfache Zacke), so sind hinsichtlich der GroBen 
U(+ 0), U’(+ 0),...in Q,,_, die Transformationsregeln fiir die Ableitungen dieser Funk- 
tionen zu beachten, die formal von (1.2,3) abweichen, vergleiche (6.1,2,3,4). Hierauf hatten 
wir schon im Beispiel aufmerksam gemacht, vergleiche (2.13,15). 

Ist ein lineares System (elektrisches Netz, Regelungssystem) vorgelegt, so beginnt man im 
allgemeinen die Rechnung nicht damit, die Differentialgleichung (3.2) aufzustellen, vielmehr 
bestimmt man die Wirkungsgr6Be Y(t), die zu einer sinusférmig mit der Kreisfrequenz 


schwingenden AnregungsgréBe U(t) = CO e®tim eingeschwungenen Zustand (— oo S ¢ Soo; 
keine Anfangswerte) gehért: Y(t) = Y f° Der Quotient 
¥(o) 
U(w 


= G(@)., (3.12) 


= 


ist eine einfach bestimmbare Funktion der Frequenz (Ubertragungsfunktion; komplexe 
Frequenzcharakteristik). Dann gilt 


Mpls) 
Kg 7 Gens: (3.13) ® 


Das Bild der Reaktion (3.10) des aus dem Zustand volliger Ruhe heraus angeregten Sy- 
stemes (P,,__, = 0) wird also mit (3.13). unmittelbar erhalten; dagegen ist die Herstellung der 
Differentialgleichung (3.2) aus den einzelnen Gleichungen des Systemes oft eine umstandliche 
Eliminationsarbeit!™. 


4. Sprungfahige Systeme 


Ein sprungfahiges System hat die Eigenschaft, daB die Reaktion (die AusgangsgréBe) Y(t) 
gleichzeitig mit der Anregung (EingangsgréBe) U(t) springt, und zwar ist Y(+ 0) — Y(— 0) 
= const - Uy), wenn der Sprung der Anregung in ¢ = o die GréBe U(+ 0) — U(— 0) = U,Z 
hat. Die Eigenschaft, sprungfahig zu sein, hangt nicht allein ab von den Konstanten des 
Systemes (zum Beispiel von den konzentrierten Schaltelementen des elektrischen Netzes), 
sondern auch davon, welche GréBen als EingangsgréBe und als AusgangsgréBe betrachtet 
werden. Bei gegebener, springender EingangsgroBe kann von zwei verschiedenen Ausgangs- 
gr6Ben die eine springen, die andere nicht. 


a) Liegt die Differentialgleichung (3.2) des Systemes vor, so erkennt man die Sprung- 
fahigkeit daran, daB m = n ist. 


® Aber {G(@)}; » =s = const/N,(s) nur in dem besonderen Falle M,,(s) = const. — Man kann die Be- 
ziehung (3.13) dadurch evident machen, daB man U ef ®! und Y ef“? in die Differentialgleichung (3.2) einsetzt. 

10 Man darf nicht die beiden Funktionen M,,(s)/N,(s), vergleiche (3.11, 13), und H(s)/N,(s), vergleiche 
(3.7, 8), miteinander verwechseln. Beide kénnen Quotienten von Polynomen sein. Aber H(s) ist nach (3.7) 
eine Funktion, die durch die Koeffizienten a, und die Anfangswerte der Reaktion und ihrer Ableitungen be- 
stimmt wird; M,,(s) ist nach (3.11) ein Polynom mit dem Koeffizienten bo, bj,...6,,, das keine Anfangs- 
werte enthalt. 
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b) Liegt die komplexe Ubertragungsfunktion (3.12) und daher die Funktion M,,(s)/N,(s) 
fiir den Bildbereich vor, und ist diese von der Form 
TWA en SURE Oy eg US SE 68 ee dS a Lae 
N,,(s) Pi a POG aa Wes rey ay ee : 


(4.1) 


so ist das System sprungfahig, wenn m = m ist. Dann kann man namlich (4.1) umformen zu 


My(s) Mls Fra Ru—ls) , 
Nia. tie 4-2) 


hierin ist c= 0,/a, eine Konstante und R,_,(s) ein Polynom vom Grade »—1in s. Man 
kann daher das Bild der Reaktion des aus dem Zustand der Ruhe heraus angeregten Sy- 
stemes (2.17) schreiben 


Ry colt 
y(s) = 2 u(s) —u(s) “=e 


(4-3) 
Die Ubersetzung in den Originalbereich macht aus dem ersten Gliede (b,/a,) - U(é), aus dem 
zweiten Gliede ein Faltungsprodukt, dessen einer Faktor U(t) ist. Schreiben wir den zweiten 
Faktor Z(z), so ist also 

Y(é)=—- Ut) — U(t) « Z(t) ; (43a) 
die Reaktion hat daher in ¢ = o das gleiche Zeitverhalten, wie die Anregung U/(t); springt 
in diesem Punkt U(é), so tut dies auch Y(i). 


c) Da man beim sprungfahigen System weiB, daB Y(-+ 0) existiert, kann man den Grenz- 
wertsatz anwenden, der aussagt 
Y(+ 0) = limes s y(s) . (4.4) 
Springt die Anregung in ¢ = 0 von null auf Us, ist also u(s) = U,/s, und liegt die Form (4.1) 
vor, so ergibt (4.4) 


¥(+0) = Uy (4.5) 


fiir den rechtsseitigen Anfangswert (Sprungwert) der Reaktion (Ausgangsgr6Be). 
Wei8 man zum Voraus, daB ein Endwert Y(oo) existiert, so erhalt man aus dem anderen 
Grenzwertsatz 
Y(co) = limes s y(s) (4.6) 


s—o 


diesen unter den angegebenen Voraussetzungen zu 
b 
Y(co) = U—. (4-7) 
0 : 
d) Als Beispiel fiir (4.3) betrachten wir das Netz nach Bild 3. Das Bild der Reaktion bei 


verschwindenden Anfangswerten ]aBt sich aus (2.8) umformen zu 


sRC+1 


Uz(s) = u4(s) — m,(s) Spo ORO (4.9) 


Die Ubersetzung in den Originalbereich lat sich schreiben 


FS (0) Nar) a eee as So 


S1omenros 


(4.10) 


10a Vgl. K.W. WacNER, Operatorenrechnung und Laplacesche Transformation, S. 401, Leipzig 1950; 
G. Dorrscu, Einfiihrung in die Theorie und Anwendung der Laplacetransformation, Paragraph 14, insbe- 
sondere S. 115ff und das Zahlenbeispiel S. 119, Basel und Stuttgart 1958. 
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Hierin sind s, und s, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 2? LC +sRC+1=0; 
sind diese komplex, s, = sj, so 1aBt sich der Ausdruck noch leicht umformen. — Man sieht 
aus (4.10): die Reaktion Y(¢) hat in ¢ = o das gleiche Zeitverhalten, wie die Anregung U(é); 
ist diese ein Sprung der Héhe U,), so ist Y(+ 0) = Uy. Dieses selbe Ergebnis erhalt man 
auch aus (4.5), denn in (2.8) ist 6: =a,=LC. 


Bild 3. Beispiel. Bild 4. Beispiel. 


Als weiteres Beispiel betrachten wir das Netz nach Bild 4. Die Dilferentialgleichung, die 
die Reaktion (AusgangsgroBe) U,(¢) mit der Anregung (Eingangsgr6Be) U,(¢) verkniipft, 
findet man zu 


(Ca + Cy) Si + ( 4 -\Up= +O 


1 

Rivet Rs R, dt ~ 411) 
Anstatt diese Gleichung in umstandlicher Rechenarbeit herzustellen, bestimmt man nach den 
einfachen Rechenregeln fiir stationdare Sinusschwingungen die komplexe Ubertragungsfunk- 
tion (3.12) des vorgelegten Spannungsteilers und erhalt aus dieser sogleich nach (3.13) die 
Funktion 


s C, + — 
M R 
xo = = (4.12) 
1 2 


Hieraus sieht man, und ebenso aus (4.11), daf& das System sprungfahig ist: es ist m=" = 1. 
Nicht aus der Differentialgleichung (4.11), jedoch aus der Funktion (4.12) des Bildbereiches 
erhalt man nach dem ersten Grenzwertsatz aus (4.5) unmittelbar den Anfangswert (Sprung- 
wert) der Ausgangsgr6Be zu 


C 
Co a 
(+ 0) = Uy he (4.13) 
und nach (4.7) ist ihr Endwert 
R 
UI eS) eo Os oy oa 
2(00) OR he. (4.14) 


5. Die Aquivalenz von Anfangswerten und Nadelimpulsen (Zacken) 


Im Anschlu8 an (3.3) hatten wir daran erinnert, daB die Reaktion als Y(¢) = Y,(t) + Y,(¢) 
stets zusammengesetzt werden kann aus der Reaktion Y,(¢) auf eine in ¢ = 0 einsetzende 
auBere Anregung bei verschwindenden Anfangswerten des Systemes und der Reaktion Y,(t) 
auf die in ¢= 0 vorhandenen Anfangswerte (Vergangenheitswerte) Y(o),... Y“@—(o) der 
Reaktion des freien (in sich geschlossenen) Systemes bei verschwindender auBerer Anregung. 


Wir wenden uns hier diesem zweiten Anteil Y,(é) zu. 
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A. Wir wollen zunachst daran erinnern, daB Y,(¢) nicht nur so verstanden werden kann, 
wie eben gesagt wurde, sondern ebenso gut auch als die Reaktion des véllig in Ruhe befind- 
lichen Systemes auf in ¢ = o einsetzende Nadelimpulse. 


Wir schreiben im folgenden: die Sprungfunktion x(¢); sie ist erklart durch 7(¢) = o fir 
é i d : 
¢<o und »(t) =1 fir ¢> 0, ferner den einfachen Nadelimpuls 7° = a den zweifachen 


Nadelimpuls (DoppelstoB) 7’ = und so weiter: (5.1). Diese Ausdrucksweise wird im 


d*y 
Get 
folgenden 6. Abschnitt begriindet werden. 
Man sieht das Wesentliche, wenn man sich in einem Beispiel auf die Ordnungszahl 1 = 3 
beschrankt. Es handelt sich also um die Lésung Y,(¢) der Aufgabe 


ag Y" + ag Y" + ay Goce (5.2) 
YEO) pear Ole YO eesevem. 
Nach (3.3) ist die Bildfunktion 
P, 
ee (5.3) 
Vp4(S) N,(s 
mit N,(s) = a3 53 + ags? + a,s +a). Wie in (3.6) erwahnt wurde, ist 
P, = {a3 s? + a,s + a,} Y(o) + {ags + ag} Y’(o) + a3 Y”"(0) . (5.4) 
Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen der Variabeln s, so wird 
— kyo + hy s+ hy? , 
y,(s) N,(s) , (5-5) 
die Faktoren 
Ry = a, Y(0) + a, Y'(0) + 43 Y"(0) , 
ky = &, Y(0) + ag Y"(0) , (5.6) 


ip ee (6) 


sind durch die Konstanten des Systemes und durch die Anfangswerte bestimmt. Nun sind 
aber im Zahler von (5.5) die Potenzen 1, s, s? die Transformierten des Nadelimpulses 77’, des 
zweifachen Nadelimpulses 7’ und des dreifachen Nadelimpulses 7’. Aus (5.5) liest man 
daher ab: y,(s) ist nicht nur das Bild der Lésung Y,(¢) der Aufgabe, von der wir mit (5.2) 
ausgegangen sind, sondern zugleich auch das Bild der Lésung Z(t) der Aufgabe 


a,2°" + a,Z" + 4,2’ +aZ=hyy +h’ + h37” | (5.7) 
Z40) == 2 (0)= ZO) =10 
Die Reaktion des freien (in sich geschlossenen) Systemes auf Vergangenheitswerte kann man 
demnach auch verstehen und berechnen als die Reaktion auf einfache und mehrfache Nadel- 
impulse (einfache und héhere StoBfunktionen) bei verschwindenden Anfangswerten. Es ist 
nicht selbstverstandlich, daB es gerade die Nadelimpulse (StoBfunktionen) sind, durch die 
die Anfangswerte ersetzt werden kénnen (die Sprungfunktion zum Beispiel ist an dem Ersatz 
nicht beteiligt), und auch die Gewichte k, (5.6), mit denen sie eingehen, sind nicht evident. 
Die Aussagen kénnen, wie man leicht sieht, verallgemeinert fiir eine beliecbige Ordnungs- 
zahl m gemacht werden. 


B. Man muB infolgedessen die Reaktion eines véllig in Ruhe befindlichen Systemes auf 
Nadelimpulse als Stérfunktionen auch darstellen kénnen als die Reaktion des freien (in sich 
geschlossenen) Systemes auf von null verschiedene Anfangswerte (Vergangenheitswerte). 
Hier findet man aber, da8 dieser Ersatz auf besondere Falle beschrankt ist, wahrend der 
umgekehrte Ersatz (A) allgemein durchfiihrbar ist. 
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Die folgenden Beispiele zeigen die Méglichkeiten fiir Systeme erster, zweiter und dritter 
Ordnung und den Nadelimpuls J, - 4’, den Doppelnadelimpuls J,- 7’ und den Dreifachnadel- 
impuls J+ 7” 

1. Bei dem System erster Ordnung 


a Ba Vi = Ve) (5.8) 


ist es offenbar dasselbe, ob man sagt, der Vorgang Y(t) des freien (abgeschlossenen, sich selbst 
iiberlassenen) Systemes werde durch einen von null verschiedenen Anfangswert Y(o) bewirkt, 
oder ob man sagt, der Vorgang Y(#) werde durch einen Nadelimpuls hervorgerufen,der auf 
das véllig in Ruhe befindliche System wirkt. Nach der ersten Vorstellung ist Y(t) = 0 und 
Y(o) ¥ o fiir (5.8); die Bildfunktion wird 


(5-9) 


nach der zweiten Vorstellung ist W(t) = J, 7 und Y(o) = 0 fiir (5.8), sodaB man die Bild- 
funktion erhalt 
Ue 


, 
aS + a 


y(s) = (5-10) 


die beiden Bildfunktionen und darum auch die Originale Y(é) sind identisch, wenn zwischen 
Anfangswert und Impulsmoment die Beziehung besteht 


Y(o) = 2. (5.11) 


Oh 
2. Regt man das System zweiter Ordnung 
Op ee ey ete a i= (Di (5.12) 
aus dem vollig entspannten Zustand heraus mit einem Nadelimpuls an: 


Y’(o) = Y(0o) =o, Pi) =Sin’, (5-13) 
so wird die Bildfunktion 
Ji 


Ay S* + a, s + a 


(5.14) 


y(s) = 


Man erhalt dieselbe Bildfunktion fiir den Vorgang des freien Systemes: W(t) = 0 mit den 
Anfangswerten 


Yop) = 22,  —_ ¥(0) =. (5.15) 


Gleichheit der Bilder bedeutet Gleichheit der Originale: bei schlagartiger Anregung des vorher 
in Ruhe befindlichen Systemes ist der Anfangswert der Auslenkung Y(¢) null, der Anfangs- 
wert der Geschwindigkeit Y’(/) ist von null verschieden: das ist die Aussage von (5.15). 

Dieser Sachverhalt ist unter anderem gelaufig vom ballistischen Gebrauch des schwin- 
gungsfahigen Galvanometers her. 


3. Regt man das System zweiter Ordnung 


dat) Gl daey =a (2) (5.16) 
aus dem Zustand volliger Ruhe heraus mit einem Doppelnadelimpuls an: 
= 40) = Vo)—o0,  FO— Jan (5-17) 
so wird die Bildfunktion 
ys) = (5.18) 
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UberlaBt man dieses System sich selbst: Y(t) = 0, so erhalt man dieselbe Bildfunktion, also 
denselben Verlauf Y(é), mit den Anfangswerten 


Y(0o) = 22, Y'(o) =o. (5.19) 
Dieses Ergebnis konnte keineswegs mit derselben Sicherheit vermutet werden, wie die Aus- 
sagen des ersten und des zweiten Beispieles. Es ist auch weniger anschaulich. 
4. Das System dritter Ordnung 
hg VIO ea * Seg SY Mote gy ane (5.20) 
werde aus dem Zustand vélliger Ruhe heraus durch einen Nadelimpuls erregt: 
¥"(o.) = Yo) = Yo) =0, PY =ha’. (5.21) 


Dann wird die Bildfunktion 


y(s) = ue (5.22) 


a, S* + dy s* + a, 5 + a 
ist dieses System frei (sich selbst ttberlassen): W(t) = 0, so wird mit den Anfangswerten 


vy") =2, = Y’(0) =¥(0) =o : (5.23) 


a 


die Bildfunktion dieselbe, und daher auch die Originalfunktion Y(é). Fir dieses System be- 
deutet also der Nadelimpuls dasselbe, wie ein von Null verschiedener Anfangswert der Be- 
schleunigung Y’’(é). 


5. Auf das System dritter Ordnung 
Ga YO Sa Ye Oy ae (5-24) 
wirke aus dem Zustand vélliger Ruhe heraus ein Doppelnadelimpuls: 
YS (6) Y (Ore VIO Ore TE) = fates (5-25) 
Man erhalt die Bildgleichung 


y(5) = AS (5.26) 


a, 5° + ays + ay 


Das freie (sich selbst itberlassene) System: Y(t) = 0 hat dieselbe Bildfunktion, daher dasselbe 
Original Y(t), bei den Anfangswerten 


¥(o) = Yio hol oe (5.27) 
6. Auf das System dritter Ordnung 
Ag ty (Vinee) (5.28) 
wirke aus dem Zustand volliger Ruhe heraus ein Dreifachnadelimpuls: 
YE (0) => Y (0) av (0) 0 (aan th (5-29) 


Die Bildfunktion wird dann 


y(s) = 22, (5.30) 


az S° + ay 
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dieselbe Bildfunktion, und daher dasselbe Original Y(¢), erhalt man fiir dieses System, wenn 
es sich selbst iiberlassen ist: W(t) = 0, und die Anfangswerte hat 


Vioy 2 os oe Ye (0)s=.¥(0),=.0-. (5.31) 


Auf die Frage der Realisierung der Systeme, die wir in den Beispielen genannt haben, 
wollen wir hier nicht eingehen. 

Die Beispiele zeigen also, daB nur in besonderen Fallen die Wirkung eines Nadelimpulses 
auf ein in Ruhe befindliches System identisch ist mit der Wirkung eines gewissen Anfangs- 
wertes auf dasselbe System. Zum Beispiel ist es bei der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(5.12) nicht méglich, einen Anfangswert anzugeben, der der Anregung durch einen Doppel- 
nadelimpuls entsprache, ebenso nicht bei der Differentialgleichung (5.20) dritter Ordnung. 
Dieser Sachverhalt weist hin auf einen entscheidenden Vorteil des Rechnens mit unstetigen 
Funktionen als Anregungsgr6Ben (Stérfunktionen), insbesondere in komplizierteren Fallen: 
Man erfaBt mit ihm viel mehr Moglichkeiten, als wenn man von der Anregung eines freien 
(in sich geschlossenen) Systemes durch vorgegebene Anfangswerte (Vergangenheitswerte) 
ausgeht. Treten als eine Folge der Anregung unstetige Anfangswerte auf, so mitissen diese 
nicht etwa vorausgesetzt werden, sie kénnen vielmehr in jedem Falle durch die Rechnung er- 
halten werden. 


6. Sprung und Nadelimpulse (Zacken) als mathematische Funktionen 
und als physikalische GroBen 


Man definiert die Sprungfunktion durch (x) =o ftir *<o und n(x) =1 fir x >0, 

sodaB sie also zum Beispiel geschrieben werden kann 7(x) = ures sgn x, ferner den ein- 
2 2 

fachen Nadelimpuls 6(x) als Grenzwert eines einmaligen Impulses bei unbegrenzt abnehmen- 


dem %, wenn das Impulsmoment auch in der Grenze als f 6(t) dé = 1 erhalten bleibt (x > 0). 


Hiernach ist 6(x) nicht eine Funktion der Variabeln x im gewéhnlichen Sinne, man bezeichnet 


6(x) wohl am besten als Pseudofunktion. Trotzdem kann man mit gewissen mathematischen 
Vorbehalten 6(x) als Ableitung der Sprungfunktion (x) ansehen, so, wie wenn 6(x) eine stetige 
Funktion ware: 


d 
Oa = R(X): (6.1) 
Die Transformierte im Bildraum ist 
Q {5(x)} = 1. (6.2) 


In dem gleichen Sinne kann man den Doppel-Nadelimpuls 6’(x) als Ableitung von 6(x), den 
Dreifach-Nadelimpuls 6’’(x) als Ableitung von 6’(%) ansehen, und so weiter: 


ee 
HED NG Ee, (6.3) 
Die Bilder sind 
Oa) ase Ons) psi. SOX) — Ss” (6.4) 4 


Uber die mathematische Fundierung findet man alles Wissenswerte bei G. DortscH!®. Auf 
die Transformationsregeln (6.2,4), die formal von der Regel (1.2,3) abweichen, sei aufmerksam 
gemacht. 


11 Von diesen Beziehungen haben wir in (5.5) und (5.7) Gebrauch gemacht. 
12 G. DoEtscH, Anleitung... S. 49—51 und 55, Einfiihrung... S. 100 bis 103. 
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In der hier gegebenen Zusammenstellung (6.1,2,3,4) hat das Formelzeichen x natiirlich die 
Bedeutung einer reinen (unbenannten) Zahl. Bei der Herleitung des einfachen Nadelimpulses 
geht man aber fast immer aus von den physikalischen GréBen: Zeitdauer ¢ eines einmaligen 
Impulses (die unendlich klein wird) und Impulsstarke oder Impulsmoment J, (das auch in 
der Grenze konstant bleibt). Ein Rechteckimpuls von der Zeitdauer ¢ hat dann die Hohe 
J,/e, aber nicht 1/e, wie meist angegeben wird, und die mathematische Funktion d(¢) wird 
erhalten, indem man den Grenzwert des physikalischen Impulses fiir ¢ —-o durch J, dividiert, 
denn J, kennzeichnet die physikalische Art des Impulses und den speziellen Wert des Impuls: 
momentes: J, ist die physikalische GréBe, d(¢) ist die mathematische Funktion. Man kann 
schreiben J(t) = J,- 6(t) fiir den physikalischen Impuls. Ebenso kennzeichnet Sy in S(#) 
= S,)- n(t) die physikalische Art der GréBe, die springt, und den speziellen Wert des Sprunges: 
Sy ist die physikalische GréBe, n(¢) ist die mathematische Funktion. Schreibt man Gleichungen 
nicht fiir mathematische Funktionen, sondern fiir physikalische GréBen, so sind der Sprung 
Sy, das Impulsmoment J, und die Momente Jo, J3,... der mehrfachen Impulse als physi- 
kalische GréBen unentbehrlich. Die mathematischen Darstellungen verzichten leider 
haufig darauf, diese physikalischen Gré8en in den Gleichungen explizit anzufiihren. Dies 
kommt daher, daB ganz allgemein in rein mathematischen Darstellungen oft kein Wert darauf 
gelegt wird, die Gleichungen so zu formulieren, da8 sie unmittelbar und ohne Erganzungen 
als Gleichungen zwischen physikalischen GréBen verstanden werden kénnen, obwohl doch 
letzten Endes der mathematische Apparat zu dem Zweck dargeboten wird, physikalische 
Vorgange zu beschreiben}’. Die vorangegangenen Abschnitte, unter ihnen besonders der 
fiinfte, haben gezeigt, daB fiir eine vollstandige Darstellung physikalischer Sachverhalte 
die GroBen So, Jy, Je,... in der Tat unentbehrlich sind. 

Leider ist es nun fiir eine einwandfreie Darstellung nicht damit getan, daB man die physi- 
kalischen GroBen So, Jy, J2,... einfach an passende Stellen als Faktoren in die Gleichungen 
hineinschreibt. In der ttberwiegenden Mehrzahl der Gleichungen, in denen auch die Sprung- 
funktion und einfache und mehrfache Nadelimpulse vorkommen, wird fiir die Variable das 
Formelzeichen ¢ geschrieben und dieses wird als die physikalische Gr6éBe Zeit verstanden. 
Man spricht zum Beispiel von Ableitungen ,,nach der Zeit“. Auf die Auslegung des Formel- 
zeichens ¢ als die physikalische GréBe Zeit wird man hier nicht verzichten; man hat auch auf 
anderen weiten Gebieten der Mathematik (nicht nur der Physik und der Technik) auf diese 
Auslegung nicht verzichtet (zum Beispiel bedeutet in dem Ausdruck sin w? fiir die harmoni- 
sche Schwingung das Zeichen ¢ nicht eine reine Zahl, sondern die Zeit, anders namlich ware 
das Zeichen w itiberfliissig). 

Ist nun die Sprungfunktion 7(¢) als mathematische Funktion eine reine (unbenannte) 


Zahl — und davon wird man zweckmaBig auszugehen haben, — , so sind die Beziehungen 
d t 
=, fo(t).dé=1 (fir¢> 0), (6.5) 


nur dann hinsichtlich der physikalischen Dimensionen in Ordnung, wenn 6(t) eine physikali- 
sche Gr6Be ist, nicht etwa eine reine (unbenannte) Zahl; sie mu8 in einer physikalischen 
Einheit angegeben werden, und zwar in der Einheit [¢]-1, wenn [#] die Einheit der Zeit ¢ ist4. 


13 In dem erwahnten Buch® von K. W. WacNER sind die Gleichungen grofBenteils so geschrieben, daB die 
Formelzeichen als physikalische GroBen verstanden werden kénnen. Die WaGNersche Transformation 


M{F()} = s f e—* Fl) dt = ys) 


hat die groBe Annehmlichkeit, daB jede Bildgr68e p(s) die gleiche physikalische Dimension hat, wie ihre Ori- 
ginalgroBe F(t). Das ist bei der Lapraceschen Transformation nach (1.1) nicht der Fall. Eine Gegeniiber- 
stellung einiger Eigenschaften der LapLaceschen und der WacGNerschen Transformation bei K. W. WAGNER, 
Arch. f. Elektrotechn. 35 (1941) S. 502 bis 506. 

14 Man wiirde gegen die einfachsten Regeln verstandlicher Darstellung verstoBen, wenn man in demselben 
Zusammenhang demselben Formelzeichen ¢ bald die Bedeutung der reinen Zahl, bald die Bedeutung der 
physikalischen GréBe Zeit geben wiirde. 
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Entsprechendes gilt fiir die mehrfachen Nadelimpulse: Der doppelte Nadelimpuls 6’(¢) ist 
eine physikalische GroBe, die in der Einheit [¢]-* angegeben wird, und so weiter. 

Nun halten wir es fiir eine ganzlich iiberfliissige Belastung des Gedachtnisses, daB man sich 
zugleich mit den Symbolen der StoBfunktion 7(¢) und der Nadelimpulse 6(), 6’(t), 6’’(t),... 
die unterschiedlichen physikalischen Dimensionen merken solle. Wir haben daher in den 
vorangegangenen Abschnitten eine andere Symbolik benutzt, in der die physikalischen Di- 
mensionen evident sind, wenn ¢ die Zeit bedeutet: ausgehend von der Sprungfunktion 7(¢) 
als reiner (unbenannter) Zahl haben wir den Nadelimpuls nicht 6(¢) geschrieben, sondern 
a = 7, den doppelten Nadelimpuls nicht 6’(¢), sondern a = 7’, und so weiter’, denn die 
Symbole 7’, 7’, und so weiter fiir Ableitungen sind eingefithrt und unmi8verstandlich, und 
ebenso ist es gelaufig, daB Ableitungen nach der Zeit physikalische GréBen sind. 

Man kann natiirlich Dimensionsfragen immer dadurch zum Verschwinden bringen, daB 
man Bezugsgr6Ben einfiihrt und mit diesen wegdividiert. Aber es sollte doch in jedem einzelnen 
Falle sorgfaltig gepriift werden, ob man mit einer solchen Verschliisselung dem Benutzer der 
Gleichungen eine Erleichterung oder eine Erschwerung bietet. 


Herrn Prof. Dr. G. Dorrscu, Freiburg (Brg.) danke ich hier gerne fiir eine anregende schrift- 
liche Diskussion, die mich insbesondere hingewiesen hat auf das von ihm angegebene Kriterium 
dafiir, wann bei springender Anregungsgréf8e die Reaktion eines linearen Systemes springt und 
wann nicht, vergl. Abschnitt 2. C); auch die Gln. (4.2), (3), (3a) finden sich bei DoETSCH a.a. O. 


Prof. Dr.-Ing. J. Fiscuer, Technische Hochschule Karlsruhe. 


t t 
15 In der Schreibweise | = dé = 1 ist die Dimensionsrichtigkeit evident, in der Schreibweise i O(t) dt =1 
ist sie das nicht. a —oo 
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Die Zuriickfiihrung unsymmetrischer Vierpole zwischen verschiedenen 
Abschlu8widerstanden auf symmetrische Vierpole 
Von 
W. HERz0G 


(Mitteilung aus dem Institut fiir Elektrotechnik der Universitat Mainz) 


Mit 23 Abbildungen 


(Eingegangen am 15. Juni 1961) 


Ubersicht: Es wird die Bedingung angegeben, unter welcher unsymmetrische Vierpole zwischen ungleichen 
AbschluBwiderstanden die gleiche Frequenzabhangigkeit der Betriebsdampfung aufweisen wie der entspre- 
chende symmetrisch aufgebaute Vierpol. Am Beispiel eines T- und eines IJ-Gliedes wird aus der symmetri- 
schen Schaltung eine unsymmetrische mit dieser Eigenschaft hergeleitet. Halbiert man einen zwischen gleichen 
Abschlu8widerstanden liegenden symmetrischen Vierpol und gibt Leerlauf- und Kernwiderstand einer Halfte 
und dem dazugehérigen Abschlu8widerstand einen beliebigen reellen Faktor, so ist die Betriebsdampfung bis 
auf einen reellen Faktor gleich der des symmetrischen Vierpols. Schaltet man zwei symmetrische Vierpole, 
von denen einer und der dazugehérige AbschluBwiderstand die Daten des anderen mit einem reellen Faktor 
multipliziert erhalt, in Kette, so unterscheidet sich ihre Betriebsdampfung von der zweier gleicher symmetri- 
scher Vierpole in Kette nur um einen reellen Faktor. 


1. Problemstellung 


Symmetrische Filter haben den Vorteil, daB ihr Verhalten durch Umwandlung in eine 
Briickenschaltung einfach zu tibersehen ist. Die Darstellung der Blindwiderstande der Briicken- 
zweige bietet eine Ubersicht tiber DurchlaB- und Sperrbereiche sowie iiber Null- und Polstellen. 
Soll ein Filter zwischen verschiedenen Abschlu8widerstéanden R, und R, arbeiten, so kann 
man ein symmetrisches Filter mit einem Ubertrager benutzen. Man kann natiirlich auch ein 
symmetrisches Filter zwischen ungleiche AbschluBwiderstande schalten, doch ergeben sich 
hierbei Anderungen des Dampfungs- und Phasenverlaufs gegentiber dem gleichen Filter mit 
gleichen AbschluBwiderstanden und keine einfache Berechnung, falls sie tiberhaupt durch- 
fiihrbar ist. 

Im vorliegenden Aufsatz soll das Filter unsymmetrisch angepaBt werden, wobei durch 
geeignete Umformung die Berechnung nach dem entsprechenden symmetrischen Filter er- 
folgen kann. Dadurch wird der Ubertrager eingespart. Zu Filtern dieser Art gehéren die 
friiher beschriebenen unsymmetrisch angepaBten T- und JJ-Glieder [1, S. 273]. Wir gehen 
im folgenden von einem unsymmetrischen Vierpol aus und stellen die Bedingung auf unter 
der er sich wie der entsprechend aufgebaute symmetrische Vierpol betrachten und berechnen 
laBt (s. auch [2], [3]). 


2. Die Umwandlung des unsymmetrischen Vierpols 


Wir betrachten den in Bild 1 gezeigten verlustfreien unsymmetrischen Vierpol mit den 
Leerlaufwiderstanden W,, und W,, und dem Kernwiderstand M zwischen den Abschlu8wider- 
standen R, und R,- U, ist die Urspannung. - 

Fiir das BetriebsiibertragungsmaB g dieser Anordnung gilt bekanntlich: 


ee ne (Ry + W;)) (Ry + Woy) — Ma? 
ane (2) 
2VR,R, M 
Die Betriebsdampfung @ berechnet sich hieraus mit den Formeln 
Wi,=7W,, We=7W., M=jM, (2) 
zu 
ee - Ry \ + (W5¢ Wop MAP a ROG MA) RG pe eae (3) 
2) R, R, 4 Rk, R, M? 


Hierbei haben wir eine fiir die weitere Betrachtung geeignete Form gewahlt. 


XLVI. Band 
Heft 5 — 1961 


W. Herzoc: Die Zuriickfiihrung unsymmetrischer Vierpole 313 
Die Bedingung, die zur Behandlung der unsymmetrischen Vierpole als symmetrische 
Vierpole erforderlich ist, lautet: 


R, (W.,— M) = R,(Wy,—M). (4) 
Diese Bedingung ist natiirlich theoretisch eine starke Einschrankung der méglichen Vierpole, 


praktisch jedoch eine geringe Einschrankung, da die damit aufbaubaren Vierpole die haufiger 
gebrauchten sind. 


Bildi. Unsymmetrischer Vierpol Bild 2. Symmetrischer Vierpol 
zwischen verschiedenen AbschluBwiderstanden. zwischen gleichen AbschluBwidersténden. 


Mit der Bedingung (4) ergibt sich aus der Formel (3): 


vase (= oe pS W.,— M*) (We,—M) + By | (5) 
2VR, Ry 2/R, R, M (W,,—™M) 


Da normalerweise die AbschluBwiderstande R, und R, gegeben sind, so wollen wir deren Ver- 
haltnis « einfiihren. Wir zerlegen damit die Bedingung (4) in die beiden Bedingungen: 


R,=0R, W,,—-M=a(W,,—M). (6) 


Obwohl in der zweiten Gl. (6) der Kernwiderstand M vorkommt, wird derselbe nicht durch 
diese Bedingung beriihrt. Um Unklarheiten zu vermeiden, fiithren wir daher die folgenden 
Abkiirzungen, die den negativen Schwingwiderstanden entsprechen, ein: 


Wy,—M = WW,” Wey M = Wy. (7) 
Damit wird die zweite Gl. (6): 


W,=aW,. (8) 
Mit der weiteren Abkiirzung 
oe ee 
M——=M (9) 


erhalten wir durch einfache Umformungen aus Gl. (5): 


/ W,(W, 2M a 
Eo Eee aia 
et = — 1+ z eee (10) 
2 yo ,M 
. a 
Setzen wir 
W, -- 2M = Xs Wo Sg (11) 


so erhalten wir, abgesehen von dem eine Grunddémpfung verursachenden Faktor, die Formel 
fiir die Betriebsdampfung einer Briickenschaltung: 


Faee 2 
eecue 
ee | ft eee | Seale (12) 
2 ya X, A | 
la 


Fir den entsprechend aufgebauten symmetrischen Vierpol (s. Bild 2) zwischen den AbschluB- 
widerstaénden R, mit dem Leerlaufwiderstand W,, und dem Kernwiderstand M, ergibt sich 
mit der Abkiirzung 

We ~~ Wi. ae M, ? (13) 
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aus den Gln. (g) und (10) fiir« = 1 


(14) 


mit der den Gln. (11) entsprechenden Méglichkeit der Umwandlung in die allgemeine Brticken- 
formel. 

Der Unterschied zwischen unterstrichenen und nichtunterstrichenen GréBen entspricht 
allgemein dem der Gln. (2). Unterstreichung bedeutet also lediglich Multiplikation mit dem 
Faktor 7. 

Die entsprechenden Formeln fiir Bezugnahme auf R, kénnen in gleicher Weise aufgestellt 
werden. Es geniigt jedoch eine Berechnung. 

Der Vergleich der Formeln (10) und (14) sowie der Bilder 1 und 2 zeigt, daB der unsymmetri- 
sche Vierpol in gleicher Weise wie der symmetrische Vierpol berechnet wird. Liegt die Be- 
rechnung des symmetrischen Vierpols fiir einen beliebigen Filterzweck vor, so ist der Aufbau 
des unsymmetrischen Vierpols nach Bild 1 so vorzunehmen, daB der W, entsprechende Schalt- 
teil W, direkt zu tibernehmen ist: 


W, = W,,—M=W,. (15) 
Nach Gl. (8) erhalt man 
W,= W,,—_M =4W,=24 W, (16) 
und schlieBlich nach Gl. (9) 
Za Ora 20 
ee (17) 


Die in Formel (10) auftretende Grunddampfung a) 


en 

Cy es 8 

é aa (18) 

ist im allgemeinen klein. Ein Wert « = 10 oder « = 1/10 liefert eine Grunddaémpfung a, 
= 0,55 Neper. 


3. Das unsymmetrische T-Glied 


Besonders anschaulich fiir das behandelte Problem ist das T-Glied. In Bild 3 zeigen wir 
das aufzubauende unsymmetrische 7-Glied und in Bild 4 das zur Berechnung desselben 
dienende symmetrische 7-Glied. Man sieht leicht aus den beiden Abbildungen die Reali- 
sierung der Gln. (15) bis (17). 


Bild 3. Unsymmetrisches T-Glied Bild 4. Symmetrisches T-Glied 
zwischen verschiedenen AbschluBwidersténden. zwischen gleichen AbschluBwiderstanden. 


Als Beispiel wahlen wir den in Bild 5 gezeigten TiefpaB. Gegeben sind R,, R, und die 
Grenzfrequenz fy (@,—= 22 f,). Zur Berechnung wenden wir uns zu der symmetrischen 
Anordnung wie sie Bild 6 wiedergibt. Nach dem Satz von BARTLETT erhalten wir aus Bild 6 
die in Bild 7 dargestellten Briickenzweige mit den Blindwiderstanden X, und X,. Es ist: 


1 


Wis M,=— 


s 


(19) 


ROC ae 
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Die Darstellung des Blindwiderstandsverlaufs X der Briickenzweige X, und X, in Abhangig- 
keit von der Kreisfrequenz w zeigen wir in Bild 8. Der Sperrbereich ist schraffiert eingezeichnet 
Wie man leicht sieht, ist ein Dampfungspol nicht mdéglich. 


Bild 5. Unsymmetrisch aufgebauter TiefpaB Bild 6. Symmetrischer TiefpaB 
zwischen verschiedenen AbschluBwiderstanden. zwischen gleichen Abschlu8widerstanden. 


6 is 
(ON NE Es 
bs 
We 2M; 
Xx; L 
2 IS ti Je 
Bild 7. Briickenzweige aus dem TiefpaB Bild 6. Bild 8. Verlauf der Blindwiderstande der Briickenzweige Bild 7 


in Abhangigkeit von der Kreisfrequenz. 


Die Gleichungen der Blindwiderstande der Briickenzweige sind: 


2 w* — w? 
hee ee ie me cee = (20) 
Eine der gesuchten Gleichungen zur Bestimmung der beiden Schaltelemente ist: 
2 aes Zz 
On eer C. (21) 


Zur Ermittlung der zweiten Gleichung bilden wir die Formel fiir den Wellenwiderstand Z: 
ZA =e Xe (0, — @) L3. (22) 


Legen wir die Frequenz im Durchla8bereich, bei welcher der Betrag des Wellenwiderstandes 
mit dem AbschluBwiderstand R, zusammenfallen soll, auf den Wert w,, so wird aus Gl. (22): 


RY = (03 — 03) L?. (23) 


Aus den Gln. (21) und (23) folgen die gesuchten Filtergr6Ben des symmetrischen Filters zu: 


R 
L=——, 2 
Jai—al (24) 
(= 2 ee 2 
aa (25) 


Fiir das aufzubauende unsymmetrische Filter ergeben sich nach den Gln. (15) bis (17) die 
Formeln: 


1 Deed Fae 
nee (26) 
Gee 


PSeh 
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Der Betriebsdimpfungsverlauf ist, abgesehen von a, vollig identisch mit dem des symmetri- 
schen Filters. 

Die Gln. (15) bis (17) wandeln beliebige symmetrische Filterschaltungen in unsymmetrische 
Schaltungen um. 


Das unsymetrische //-Glied 


In Bild 9 zeigen wir eine unsymmetrische JJ -Schaltung. Die entsprechende symmetrische 
Schaltung finden wir in Bild 10. 


Wa Wart? 
M 


2D, 


WWhr-M? Why Wey-M? 
W,)-M Wy - 4 


Bild 9. Unsymmetrisches //-Glied Bild 10. Symmetrisches //-Glied 
zwischen verschiedenen AbschluBwiderstanden. zwischen gleichen AbschluBwiderstanden. 


Bild 11. Unsymmetrisch aufgebautes Bandfilter Bild 12. Symmetrisch aufgebautes Bandfilter 
mit verschiedenen AbschluBwiderstanden. mit gleichen AbschluBwiderstanden. 


Wir beziehen uns wieder auf das bei Ry, liegende Glied und setzen (entsprechend dem 
T-Glied): 


D; os D,, : (27) 
Mit der Bedingung (6) entnehmen wir Bild 9: 
D, = a De . (28) 


Nun fehlt uns noch eine Gleichung fiir D,. Den Bildern 9 und 10 entnehmen wir: 


W,, W.,,— M2 
= ig ’ (29) 


w2 —- M2 
Dg, = cesT Pia : (30) 
Ss 


Dz 


Aus Gl. (27) erhalten wir: 


W,, W.,— M? Wi — M2 
= — -<=W,,+M,. (31) 
W,,—M Wise 


Mit einer einfachen Umformung und Gl. (6) ergibt sich: 


(W,;—M) We, + M(Wy,—M) &Wy,+M 
MG ppl ; 7 - =W,.+ M,. (32) 


Eine ahnliche Umformung andert D, (Gl. (29)) mit Hilfe der Gln. (32) und (9) bzw. (17) in: 


M M 
Wj Hi ae We ee 
D een Leia ge m) ar ee WW? Masa 
2 = _ —— . —= 


M M 2 M, 2 


DE 
(33) 


Man kann noch die weiteren Beziehungen zeigen: 
Wy, —M = Wi, Me Wap Wa, Me (Wie (34) 
Als Beispiel wahlen wir das in Bild 11 gezeigte Bandfilter. 
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Der Berechnung wird das entsprechende symmetrische Bandfilter zugrunde gelegt, das 
in Bild 12 dargestellt ist. Die aus Bild 12 abzuleitenden Briickenzweige sind in Bild 13 wieder- 
gegeben und ihr Blindwiderstandsverlauf in Bild 14 (die Sperrbereiche sind schraffiert ge- 
zeichnet). Gegeben sind die Grenzfrequenzen /, und f, des DurchlaBbereiches und die Ab- 
schluBwiderstande R, und Rg. 


bs 
A eat 
bs 
bs w w, 
1 2 
Bild 13. Briickenzweige aus dem Bandfilter Bild 12. Bild 14. Verlauf der Blindwiderstande der Briickenzweige Bild 13 


in Abhangigkeit von der Kreisfrequenz. 


Nach Bild 13 lauten die Formeln fiir die Blindwiderstande der Briickenzweige (w = 22 f, 
O, = 2% fy, W2 = 27 fr): 


a 2 de ea 
a @ (Cy + 2Ci) fr—f? Aa wo C, f?—f? > (35) 
mit den Gleichungen 
, at 
TNC eG) = Petre (36) 
at 
ENO ace Pp (37) 
Wir vereinfachen mit den Abkiirzungen [1]: 
a) ) 
A=80-—), A=RO+S), raat?) (38) 
und 
x 
ae (39) 
Damit andern sich die Formeln (35) in: 
2 : oxy? ae en hel ye 
te ew eON ao 2k" Xs OC. 20 gas (40) 
Fiir den Wellenwiderstand Z ergibt sich: 
elt 2 = 4 Ei edocs 
Sc, oe ae a C,(C.+ 2 C2) (2 ) 1— 22° (41) 


Legen wir den Abschlu8widerstand R, auf den Wellenwiderstand im Filtermittelpunkt 
(z = 0), so ist: 

1 1 

MAvCne F230) 4a" (42) 


Die Gln. (36), (37) und (42) liefern die Schaltelemente zu: 


i 


C, = (none (43) 
, 1 

aScanrrs ai Oe: (44) 

piles (45) 


5 ; 
nf? 
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Die Schaltelemente der unsymmetrischen JJ-Schaltung ergeben sich nach den Formeln (27), 
(28) und (33) mit den Gln. (43) bis (45) zu: 


Lal. Cy Gy Ch Oe ls ah Oi me (46) 


4 Chan 


5. Symmetrischer Vierpol und daraus abgeleiteter unsymmetrischer Vierpol mit 
frequenzgleicher Betriebsdampfung 


Wie wir den Ausfithrungen iiber T- und JJ-Glieder und auch Gl. (10) oder den Gln. (15) 
bis (17) direkt entnehmen kénnen, lassen sich die gefundenen Ergebnisse auf einen beliebigen 
symmetrischen Vierpol anwenden. In Bild 15 zeigen wir einen symmetrischen Vierpol, der 
in der Mitte unterteilt ist und somit aus zwei spiegelbildlichen Halften aufgebaut ist. Bild 16 
hingegen bringt einen unsymmetrischen Vierpol, ebenfalls aus zwei Halften bestehend, bei 
dem die rechte Halfte der der Bild 16 entspricht. Bei der linken Halfte sind Leerlauf- und 
Kernwiderstand mit dem Faktor « multipliziert, ebenso der linke AbschluBwiderstand. Beim 
T-Glied (s. Bild 17) lassen sich die Gln. (15) bis (17) sofort ablesen. 

Eine Erweiterung auf symmetrische Vierpole, wie sie die Symmetrietheoreme von Bart- 
LETT und BRUNE enthalten, wird untersucht. 


Bild 15. Halbierter symmetrischer Vierpol. Bild 16. Unsymmetrischer Vierpol 
aus dem symmetrischen Vierpol Bild 15. 


a (Ws-M,) Wie My S45 Sts Shs Sts 


Bild 17. Unterteiltes unsymmetrisches T-Glied. Bild 18. Kettenschaltung eines angepaBten 
und eines symmetrischen T-Gliedes. 


Bild 19. Kettenschaltung zweier symmetrischer T-Glieder. Bild 20. Zwei T-Glieder in Kette 
zwischen verschiedenen AbschluBwiderstanden. 


6. Zwei T-Glieder in Kette 


Will man zwischen den AbschluBwiderstanden R, und R, T- oder JJ-Glieder in Kette 
schalten, so kann man das gefundene unsymmetrische Glied mit einem symmetrischen Glied 
fiir den AbschluBwiderstand R, in Kette zusammenfiigen. In Bild 18 ist dieses fiir das T- 
Glied ausgefiihrt. Man sieht leicht, daB die Bedingung (6) nicht erfiillt ist und damit das 
Betriebsdampfungsverhalten nicht dem der Formel (10) entsprechen kann. Es entsteht also 
ein anderes Betriebsdampfungsverhalten, das sich nicht aus dem der Einzelfilter ablesen 1aBt. 
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Wir wollen jedoch auch hier die Bedingung (6) und damit Gl. (10) beibehalten. 

Die symmetrische Anordnung zeigen wir in Bild 1g. Hiervon behalten wir die beiden 
rechten Glieder und suchen die in Bild 20 mit S,, S, und S, bezeichneten Glieder, die die 
Anpassung an R, vermitteln sollen. Zu ihrer Bestimmung dienen die drei den Gln. (15) bis 
(17) entsprechenden Gleichungen: 


Wig hy CV av ,) ) 


W,,—M= eee ey (47) 


ua 2% 
Sig Soe ee 


Hierbei sind die mit dem Index s versehenen GréBen der Widerstandsmatrix der symmetri- 
schen Anordnung (Bild 19) zugeordnet, wahrend die tibrigen GréBen die der Widerstands- 
matrix der unsymmetrischen Anordnung (Bild 20) darstellen. Wie lesen aus den Bildern 19 
und 20 leicht die folgenden Beziehungen ab: 


erent seer aon (48) 
M, = ate (49) 
W,,—M=S,+ 2 _, (50) 
“Sta ee 
W.;—M=S,, 4 5, oe Seat (52) 


Durch Einsetzen der Formeln (48) bis (52) in die Gln. (47) erhalten wir die gesuchten GréBen 
rae 

Sy =a S,,, 

Sa One (53) 
Ss = (1 =F x) Sis 


und damit das in Bild 21 gezeigte Schaltbild, das sich aus einem berechneten symmetrischen 
Einzelfilter sofort hinschreiben lat. Das Beispiel in Abschn. 3 laBt sich also sofort auf zwei 
in Kette geschaltete 7-Glieder erweitern. 


LANE a +00) S45 5 


Bild 21. Zwei T-Gliederin Kette, Bild 22. Umgezeichnetes Bild 21. 
angepaBt zwischen verschiedenen AbschluBwiderstanden. 


Zeichnen wir Bild 21 um, so erhalten wir das interessante Bild 22. Bild 22 besteht aus dem 
zugrunde gelegten symmetrischen 7-Glied und einem symmetrischen J7-Glied, das aus dem 
Grund-T-Glied durch Multiplikation des Leerlauf- und des Kernwiderstandes mit der GréBe « 
entstanden ist. Eine solche Anordnung wollen wir im folgenden allgemein untersuchen. 
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7. Anpassung durch zwei symmetrische Vierpole in Kette 


Bild 23 zeigt die Bild 22 entsprechende Anordnung mit symmetrischen Vierpolen. 
Fiir die beiden Vierpole in Kette erhalt man die GréBen der Widerstandsmatrix zu: 


Tr OF (W?) — M?) +0 W?, 
Wi; a ee te (a aa 1) Wap ero (54) 
e a M? 
M = ——_____ 
Caren e e (55) 
We W?,;— M? +0 W? (56) 
Oa Ai eae 


Bild 23. Zwei symmetrische Vierpole in Kette, angepafit zwischen verschiedenen AbschluBwiderstanden. 


Man kann leicht zeigen, daB die Bedingung (6) erfiillt ist: 


Wi,—-M= a(Wo, —™m) . ; (57) 
Durch Einsetzen der GréBen (54) bis (56) in Gl. (3) erhalten wir fiir die Betriebsdampfung: 
ee es Wi, (W2 | 
C= ohh eS Ae 8 
2a / : | R, M? (58) 
Fiir zwei symmetrische Vierpole in Kette zwischen den AbschluBwiderstanden R, gilt: 
as Wy) (W4, — M? + R2) a 
¢ a5 | wae | (59) 


so daB sich aus den Gln. (58) und (59) ergibt: 


e= : ce » EFS = 6%. Gs. (60) 
2 Yo 
Die in Bild 23 wiedergegebene Kettenschaltung mit einem beliebigen symmetrischen Vierpol 
kann also zur Anpassung zwischen zwei Widerstande R, und R, dienen, wobei sich die Betriebs- 
dampfung bis auf einen Grunddampfungsfaktor nicht von der von zweiin Kette geschalteten 
symmetrischen Vierpolen unterscheidet. Die Berechnung des symmetrischen Vierpols gibt 
gleichzeitig die Bemessung fiir die Kette. 
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Analyse eines klassischen Versuchs 


Von 
P. Bonne, Hannover 


(Eingegangen am 15. Juni 1961) 


Ubersicht: In einer Diskussion [1] iiber eine Experimentalarbeit von W. Cramp und E. H. NorGrove [2] 
stellte A. H. Frnray folgende Frage: Ein hohler Metallzylinder, der einen gleichstromfiihrenden geraden 
Leiter konzentrisch umgibt, werde in axialer Richtung bewegt (Bild 1). Dann wird in radialer Richtung 
zwischen Innen[ und AuSenmantel des Zylinders eine EMK induziert. Wie groB8 ist die EMK, wenn der 
Zylinder «) aus Kupfer, 6) aus Eisen besteht? W. CRAMP 4uBerte in seiner Antwort die Ansicht, daB beim 
Eisenzylinder eine gréBere EMK zu erwarten sei als beim Kupferzylinder. Das Problem wurde von E. G. 
CULLWICK [3] aufgegriffen und experimentell gelést. Es ergab sich, daB die EMK beim Eisen- und Kupfer- 
zylinder gleich groB ist, die Ansicht Cramps also nicht zutraf. Von diesem Ergebnis ausgehend seien einige 
Betrachtungen iiber das physikalische Verhalten dieser und 4hnlicher Anordnungen angestellt. 


Verschiedene Anordnungen 


a) Bild 1 stellt die Frntaysche Anordnung dar. Hierin ist A der zentrale gerade Leiter 
mit J = konst., C der Hohlzylinder aus Metall im Schnitt (Wandstarke / = 7, —7,), D ein 
festliegender MeBkreis, dessen Enden a und 0 auf den Manteln des Zylinders schleifen. Der 
Zylinder werde mit konstanter Geschwindigkeit v nach links bewegt. 


b) Zylinder aus Kupfer. In diesem Fall sei die vom zentralen Leiterstrom in der Schnitt- 
flache des Zylinders erzeugte mittlere magnetische FluBdichte By. Bei der Bewegung des Zylin- 
ders zeigt der Spannungsmesser eine EMK E =/v B, an. Dies bedeutet, da8 die radiale 
-Kupferlange 7 mit der Geschwindigkeit v den konzentrischen Flu8 der Dichte B, schneidet, so 
daB in ihr die EMK E induziert wird. Eine transformatorisch induzierte EMK kommt nicht 
in Frage, weil der magnetische FluB von der Quelle 
her zeitlich konstant ist (J = konst., dB/dt = 0). 


c) Zylinder aus weichem Eisen. In diesem Fall 
ist die mittlere magnetische FluBdichte in der Schnitt- 
flache des Zylinders B = B, + B;, wobei By die 
Komponente bedeutet, die wie unter b) vom zen- 
tralen Stromleiter erzeugt wird, und B; = (u— 1) Bo 
die (wesentlich gréBere!) Komponente ist, die zwar 
auch vom zentralen Stromleiter angeregt wurde, 
dann aber zu einer selbstandigen GréBe geworden 
ist, deren Quelle im Eisen liegt. Das Ergebnis der 
CuLtwickschen Versuchs, daB auch beim Eisenzy- 
linder E =/v By (und nicht = /v B) ist, kann einfach 
und sinnvoll so gedeutet werden, daB sich die Komponente B; mit ihrer Quelle (/) bewegt und 
nicht zum Schnitt mit ihr kommt. Der Versuch zeigt anschaulich, daB die Komponenten des 
magnetischen Flusses im Eisenkern (entsprechend By und B,) zwei verschiedene Trager haben: 
die Komponente (B,) ist mit dem zentralen Stromleiter, die Komponente (B;) dagegen mit 
der Materie des Eisens verbunden (s. spater). 


d) Wenn der Hohlzylinder ruht, der zentrale Stromleiter sich jedoch axial mit der Geschwin- 
digkeit v bewegt, so wird im MeBkreis keine EMK gemessen. In diesem Fall bewegt sich nur 
die Komponente By, wihrend die Komponente B; (im Eisen) ruht, so daB bei a—d im Eisen 
und in der Seite c—d gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete EMKe + E =/v By induziert 
werden, die sich zu Null erganzen. 

e) CULLWICK weist auch kurz auf die Elektrodynamik hin, die sich ergibt, wenn in den 
festliegenden Stromkreis D (Bild 2) eine Stromquelle (J,) eingeschaltet wird. 

Zylinder aus Kupfer. FlieBt ein Strom J, in der Richtung 6—a durch den Zylinder, so 
ergibt sich eine Kraft F, =/ I, By an diesem, die ihn nach links zu bewegen sucht. Die Re- 


Bild 1. 
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aktionskraft F, greift an der radialen Seite c—d des Stromkreises an und wirkt nach rechts. 
Die Krafte auf die axialen Seiten a—d und b—c seien unbeachtet. 


f) Zylinder aus Eisen. In der Querschnittsflache des Zylinders herrscht die FluBdichte 
B= B,+ B;. Infolge der zusatzlichen Flu8dichte B; ergeben sich die Krafte 
(+) F, =/ I, B; am Stromweg im Zylinder nach links, 
(—) F, = 11, B; am FluBweg im Zylinder nach rechts. 


Beide Krafte greifen an der gleichen Materie des Eisenzylinders an, kompensieren sich also; 
es bleiben nur die Krafte F, und F, wirksam. Dies Ergebnis kénnte auch auf Grund der folgen- 


Bild 2. Blid 3. 


den Regel I abgeleitet werden: Ist in einem Abschnitt eines Stromkreises (J) eine EMK E 
entgegen dem Strom vorhanden, so wird elektrische Leistung des Stromkreises in mechanische 
Leistung P = JE umgewandelt [4]. Bewegt sich im vorliegenden Falle der Zylinder (Cu, Fe) 
(Bild 2) nach links, so wird gema8 b) und c) eine EMK E zwischen a und 0 induziert, die ent- 
gegen dem Strom J, gerichtet ist. Da nun £ proportional By gefunden wurde, ist auch die 
mechanische Leistung und damit die Kraft / proportional By und nicht proportional B. 

g) Eine bemerkenswerte Erganzung bildet der Fall, daB der Metallzylinder C einen Langs- 
schlitz aufweist und der festliegende Stromkreis D ein vollstandiges Rechteck bildet, dessen 
linke Seite a—b (= 1 = 7, — 7.) sich in diesem Schlitz, und dessen rechte Seite c—d sich auBer- 
halb des Zylinders befindet (Bild 3). 

h) Zylinder aus Kupfer. Hierbei spielt die Anwesenheit des Zylinders keine Rolle. Auf die 
radialen Seiten des Stromkreises wirken gleiche Krafte -- F, =/ 1, By nach entgegengesetzten 
Richtungen, sie heben sich also auf. Die Krafte auf die axialen Seiten seien wieder unbeachtet. 


i) Zylinder aus Eisen. Im Schlitz des Zylinders herrscht nun die mittlere FluBdichte 
B= B,+ B;. Am Stromkreis a—b—c—d ergeben sich die KrAafte: 


fF, =11,B=11,(By + B;) am radialen Leiter a—6 nach links, 
F, = 11, Byam radialen Leiter c—d nach rechts, also bleibt 
F = F,— F, =11, (By) + B; — By) =1 I, B; nach links. 


Die gleich groBe Kraft F wirkt am Eisenzylinder nach rechts; sie bewegt den Zylinder nach 
rechts. Dabei schneidet der FluB entsprechend B; (nur diese Komponente bewegt sich mit, 
die Komponente B, ist in Ruhe) die Seite a—b und induziert in ihr die EMK E =/v B;. Die 
EMK ist dem Strom J, entgegen gerichtet, was der Regel I entspricht. Gleichzeitig bestatigt 
der Vorgang eine andere Regel II der Elektrodynamik: An einem stromdurchflossenen Leiter- 
gebilde treten mechanische Krafte auf, die es so zu bewegen oder umzugestalten suchen, daB 
der mit ihm verkettete magnetische Flu8 gr6Ber wird. Im vorliegenden Fall wird durch die 
Bewegung des Eisenzylinders die Flu8verkettung mit dem Stromkreis vergréBert; dies gilt 
auch, wenn der Zylinder als festliegend, der Stromkreis dafiir als beweglich angenommen wird. 

k) Eine weitere Erginzung bietet der Fall, daB der Zylinder ein permanenter Magnet 


ist und der zentrale Leiter fehlt. Dann ist By = 0. Inder Anordnung Bild 2 ist daher die Kraft 
auf den Zylinder F, =1 I, By = 0; ebenso ist F, = 0. 
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1) In der Anordnung Bild 3 sind die beiden Krafte am Leiterkreis, die sich im Fall 7) auf- 
hoben, hier gleich Null (J, = 0), so daB wieder die Krafte + F =/1 J, B; am Zylinder, bzw. 
am Leiterkreis angreifen. 

m) Ein Sonderfall. Bei einem permanent magnetischen 
Zylinder, in Bild 4 im Querschnitt gezeichnet, ist ein gerader 
Leiter durch den Schlitz und iiber den Durchmesser zu einem 
Kontakt a auf dem Innenmantel gefiihrt. Der Leiter wird 
von einem Kontakt 0 aus verlangert. Welche Krafte treten 
am Zylinder auf, wenn ein konstanter Strom durch den 
Leiter geschickt wird? An der Stelle a—b wirkt gemaB f) 
keine Kraft. Am Schlitz wirken dagegen gemaB 1) gleiche 
und entgegengesetzt gerichtete Krafte am Zylinder und am 
Stromleiter senkrecht zur Tafelebene. 


b= aa DH 


Bild 7. 


Bild 5. 


n) Eine Variation zu Fall f). Der um seine Achse drehbare Zylinder (Bild 5) sei permanent 
axial magnetisiert. Der. Stromkreis liege fest. Der magnetische Flu8 dringt iiber die Stirn- 
seiten des Zylinders hinaus und habe an der radialen Leiterseite c—d der Lange / die mittlere 
Dichte B. Dann greift an dieser Seite die Kraft F =/ IJ Ban;sie ist in die Tafelebene gerichtet. 
Die gleichsinnigen Krafte an a—d und b—c seien unberiicksichtigt. Die entsprechende Re- 
aktionskraft (aus der Tafelebene) greift am Zylinder an und setzt ihn in Drehung um seine 
Achse. Zwar treten auch im Eisen bei a—b Krafte auf, aber sie kompensieren sich wie im Fall f). 
Auch hier gilt die Regel I: Bei der Drehung des Zylindert schneidet der Flu8 die Seite c—d 
und induziert in ihr eine EMK entgegen der Stromrichtung. Die Anordnung ist ein Unipolar- 
motor. Seine Drehzahl nimmt so lange zu, bis die induzierte EMK annahernd die EMK der 
Stromquelle kompensiert. Wenn der Zylinder mechanisch angetrieben wird, wirkt die Anord- 
nung als Gleichstromgenerator. 

o) Einfachste Form der Unipolarmaschine (Bild 6). Ein zylindrischer Stabmagnet NS 
kann sich um seine Langsachse drehen. Ein ruhender Stromkreis (Z) ist so angeordnet, daB 
die Enden bei a auf der Mitte des Stabumfanges, bzw. bei 6 auf der Achse schleifen, und der 
Magnet selbst (b—a) den Schlu8 herstellt. Der auBere Kreisabschnitt a—b liegt im magneti- 
schen Flu8 und erfahrt eine Kraft in die Tafelebene; die entsprechende Reaktionskraft wirkt 
auf den Umfang des Magneten (aus der Tafelebene) und erzeugt dort ein Drehmoment. Wird 
der Magnet mechanisch in Drehung versetzt, so wirkt die Anordnung als Generator: Durch 
den Schnitt der Flu8linien mit dem 4uBeren Leiterkreis a—b wird in diesem eine EMK in- 
duziert. 


Bemerkung. Im Schrifttum, besonders im angelsachsischen [2,5] wird die Meinung 
vertreten, daB die EMK nicht im 4uBeren Abschnitt a—b, sondern im Abschnitt )—a innerhalb 
des Magneten induziert werde. Diese Meinung wird damit begriindet, daB der FluB des symme- 
trisch magnetisierten Stabes in seiner Umgebung iiberall die gleiche Richtung und Dichte 
behalte, wenn er sich drehe, also sich nicht von einem ruhenden FluB8 unterscheide. Ein 
ruhender Flu8 kénne aber nicht auf einen ruhenden Leiter induzierend wirken. Hiergegen 
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ist einzuwenden, daB, wenn auch das mathematische B-Vektorfeld in der Umgebung des 
Magneten sich nicht dndert, die physikalischen FluBlinien die Drehung des Magneten mit- 
machen}. Dies geht auch aus folgendem Versuch hervor [6]. Ein von Gleichstrom durch- 
flossener gerade Leiter a—bd (Bild 7) werde so angetrieben, daB 
der Punkt c auf und ab schwingt. Der den Leiter umschlingende 
magnetische Flu8 andert dabei an keiner Stelle seine Richtung 
oder Starke, befindet sich also gema8 der zitierten Auffassung 
in Ruhe. Dennoch schwingen die FluBlinien mit ihrer Quelle 
auf und ab und induzieren z. B. in einer quer gehaltenen 
Sonde S eine Wechsel-EMK, wie etwa mittels eines Oszillo- 
graphen festgestellt werden kann. Auch der CULLWIcKsche 
Versuch weist auf die enge Verbindung von Flu8 und Trager 
oder Quelle hin (siehe c). 

p) Der Unipolarmotor (Bild 8) [7] hat wenig Ahnlichkeit 
mit dem in Bild 6 dargestellten; dennoch ist er im Prinzip der 
gleiche. Der Eisenkérper a besteht aus einem zylindrischen 
Kern und zwei konischen Polscheiben. Im Zwischenraum zwi- 
schen den Polen ist eine flache Spule 6 mit Spiel angeordnet. 
Ihr a4uBeres Ende ist mit einem festen Metallklotz c verbunden, 
das andere durch einen Schleifkontakt d mit dem Kern des 
Eisenkérpers. Der Strom wird bei c zugefiihrt, durchflieBt die 
Spule und den Kern und wird iiber das Lager e herausgeleitet. 
Der Eisenkérper ist also ein Elektromagnet, der durch die 
Spule 6 erregt wird. Der Einfachheit wegen sei jedoch angenom- 
men, daB der Eisenkérper ein permanenter Magnet sei, dann 
geniigt als Stromleiter ein radialer gerade Draht } zwischen c 

Bild 9. und d@ (Bild 9). Diese Anordnung erinnert an die in Bild 4 dar- 

gestellte. Die am Polspalt auftretenden Krafte (bzw. die Dreh- 

momente) am Stromleiter c—d, bzw. an den Polen sind entgegengesetzt gleich groB. Das 

Drehmoment an den Polen setzt den Magnetkérper in Drehung; die Anordnung ist ein 
Unipolarmotor, kann aber auch als Generator wirken. 


Zusammenfassung 


Ausgehend von CULLWICKs klassischem Versuch wurde das Kraftespiel analysiert, das an 
verschiedenen Anordnungen aus Stromkreis und Eisenkérper auftritt. Hierbei wurde die Auf- 
fassung vertreten und begriindet, daB magnetische Fliisse an ihren Quellen oder Tragern 
haften und deren Bewegung mitmachen, auch dann, wenn sich dabei weder Richtung noch 
Dichte an keiner Stelle 4ndern. Die Anordnungen leiteten iiber zu den Unipolarmaschinen. 
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1 Voraussetzung ist natiirlich, daB keine ruhenden Eisenkérper in der Umgebung des Magneten Teile des 
Flusses binden. 
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Die Berechnung von Impedanz-, Admittanz- und gemischten 
Matrizen fiir besondere Klemmenpaare eines Netzes 


Von 


Hans EDELMANN, Erlangen 


Mit 2 Textabbildungen 


(Eingegangen am 9g. Juli 1961) 


Ubersicht: In drei vorausgegangenen Arbeiten wurde die Aufstellung von Maschen-Impedanz-, Knoten- 
punkts-Admittanz- und Schnittmengen-Admittanzmatrix sowohl fiir Netze, die ausschlieBlich aus Zweipolen 
bestehen, als auch fiir Netze, die auBerdem noch Transformatoren und andere Vierpole enthalten, behandelt. 
Gelegentlich ben6tigt man nicht alle Str6me bzw. Spannungen in einem Netz, in anderen Fallen benétigt man 
nur Impedanz- bzw. Admittanzmatrizen fiir eine Untermenge von Klemmenpaaren. Die fiir solche Aufgaben 
benotigten Matrizen erhalt man aus den bisher behandelten Matrizen durch eine Teil-Elimination. Gemischte 
Matrizen (z. B. auch Kettenmatrizen) erhalt man durch Variablentausch. 


1. Einleitung 


In zahlreichen Netzuntersuchungen will man nicht Stréme, Spannungen oder Leistungen 
in den Zweigen eines Netzes ermitteln!, sondern vielmehr gewisse Koeffizientensysteme be- 
stimmen, welche die gegenseitige Kopplung der Spannungs- oder Stromquellen charakteri- 
sieren. Zu diesen Aufgabenstellungen gehéren z.B. Untersuchungen der statischen und 
dynamischen Stabilitat und Unsymmetrie-Probleme. Die Grundlage solcher Untersuchungen 
bilden gewoéhnlich die System-Impedanz-, System-Admittanzmatrizen und in einigen Fallen 
auch gemischte Matrizen, z. B. Kettenmatrizen der entsprechenden Netzsysteme. Auch bei 
der Darstellung der Netzverluste durch eine quadratische Form der Einspeise- und Ab- 
nehmerleistungen, und schlieBlich unter der zusatzlichen Bedingung ,,Proportionalitat der 
Abnehmerleistungen untereinander“ sogar durch eine quadratische Form der Einspeise- 
leistungen allein, geht man von der entsprechenden Impedanzmatrix des Netzes aus. Hierbei 
zeigt es sich, da& man gelegentlich erhebliche Einsparungen an Rechenzeit auf dem Digital- 
rechner erzielt, sofern man die richtige Methode anwendet und hierbei gewisse topologische 
Gegebenheiten ausnutzt. Zwar kann man durch Inversion der Impedanzmatrix immer die 
entsprechende Admittanz-Matrix ermitteln und umgekehrt, doch je nachdem, welche Methode 
man wahlt, kann man die gleiche gesuchte Matrix einmal durch einfache Inversion und das 
andere Mal durch eine Teilelimination berechnen. Nun kann es sein, da8 man im 1. Fall 
z. B. eine 50X50 Matrix zu invertieren hat, im 2. Fall vielleicht nur eine 10X10 Matrix. 
Wenn man von den auBerdem noch erforderlichen Matrizenmultiplikationen absieht, so 
benétigt man im letzteren Fall etwa nur 1/125 der Inversionszeit. Auch leidet die Genauigkeit 
bei Inversionen hoher Ordnung. 


2. Teilelimination und Variablentausch in einem linearen System 


2.1 Die Grundaufgabe 


Die Berechnung von Impedanz-, Admittanz- oder Kettenmatrizen fiir bestimmte Klemmen- 
paare eines gegebenen Netzes la8t sich immer auf die Grundaufgabe der Teilelimination oder 
allgemeiner des Variablentauschs in einem linearen Gleichungssystem zuriickfiihren, wenn 
man davon ausgeht, da8 die Maschinenimpedanz-, Knotenpunkts- bzw. Schnittmengen- 
admittanzmatrix ermittelt sind. Wir betrachten hierzu ein Gleichungssystem, dessen unab- 


1 Der Ermittlung von Str6émen, Spannungen und Leistungen in der Zweigen eines Netzes sind die Arbeiten 
[72], [82] und [97] gewidmet (im folgenden kurz AGNI, ISNE und TAVNI genannt). 
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hangige Veranderliche x,...4%,1,, und abhangige Verdnderliche y,...¥, in zwei (nicht not- 
wendig gleiche) Gruppen unterteilt sind, gemaB 


xy 
z x, 
x 
X= [| = (1) 
Xy+1 x, 
Xn 
und 
V1 
%1 
Vn 
ha . = | (2) 
iat Y2| 
aan 
Das Gleichungssystem laute 
hy vq : : » " (3a) 
Ms, Mos} [Xe Y2 


oder ausfiithrlich geschrieben 


Mii % + Mie Xs = yi» (3b) 


Moz X + Mos Xo = Ye - 


Die Matrizen M,, sind nun Untermatrizen, aus denen gréBere Matrizen, sozusagen ,,Matrizen 
von Matrizen“ gebildet werden kénnen, und fiir die die Regeln fiir Addition, Subtraktion 
und Multiplikation ebenso gelten wie fiir ,,Matrizen von (komplexen) Zahlen“. Allerdings 
sind hierbei die besonderen Rechenregeln fiir Matrizen beziiglich der Untermatrizen zu be- 
achten: insbesondere Verbot der Vertauschung von Faktoren (von Sonderfallen abgesehen) ; 
Nichtexistenz der Inversen, falls dié Determinante verschwindet; Verbot der Kiirzung fiir 
singulare Matrizen. 

Eine wichtige Aufgabe der linearen Algebra besteht darin, einen Teil der Unbekannten 
eines Gleichungssystems zu eliminieren. Die schrittweise Elimination einzelner Unbekannten 
ist hierin als Sonderfall enthalten. Nehmen wir an, die dem Vektor x, entsprechenden Un- 
bekannten seien zu eliminieren, so kann man X, der unteren Matrizengleichung von (3b) 
ausrechnen und in die obere Matrizengleichung einsetzen. Hierzu ist erforderlich, daB die 
Inverse von Mg, existiert. Trifft dies nicht zu, so ist die Teilelimination der Unbekannten 
nicht méglich. Dieser Fall soll ausgeschlossen werden. Es sei also det Mj. 4 0. Dann erhalt 
man durch Multiplikation der unteren Matrizengleichung von (3b) mit Mj,* von links, wenn 
man X, isoliert 


Xp = — My2* Mor x + Maa’ Yo (4) 
und nach Einsetzen in die obere Gleichung (3b) 
(Mix — M2 Maa" Mor) % + Mia Mga” Yo = 1 - (5) 


Schafft man den Term mit y, noch auf die rechte Seite, so erhalt man die gewiinschte Be- 
ziehung zwischen einem Teil der Unbekannten x, und den rechten Seiten y, und yy. Die 
restlichen Unbekannten x, treten in dieser Beziehung nicht mehr auf. Wir erhalten 


(Mi: — My. Mz5* Mex) X = —Mye Mao s¥ork Yau (6) 


Das Gleichungssystem (6) kann man auch erhalten, indem man die untere Matrizengleichung 
von (3b) mit —M,,M,,* multipliziert und zu der oberen Matrizengleichung addiert. 
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Vertauscht man in (4) die beiden Seiten der Matrizengleichung und setzt sie unter (5), so 
kann das entstehende System von Matrizengleichungen in Untermatrizen auch folgender- 
maBen geschrieben werden 


eae ariert te | (*) Ss (") ) 
aay M33" Mey | M33" Ye ss 


Vergleicht man dieses System mit (3a), so erkennt man, da8 jeweils die unteren Vektoren x, 
und y, vertauscht sind. Man nennt den Ubergang von (3a) auf (7) deshalb auch Variablen- 
tausch beziiglich x, und yg. 

Damit der Variablentausch (bzw. die Teilelimination) méglich ist, muB also die Inverse 
der den zu tauschenden Variablen zugeordneten Untermatrix Mg, existieren. 


2.2 Verallgemeinerungen des Variablentauschs 
Gelegentlich ist es auch erforderlich, die Matrix eines Gleichungssystems dreifach zu unter- 
teilen und dieses zu schreiben 
Mir Miz Mis x Y1 
M2; Mz, Mes Xe as (8) 
Ms;  Ms2 — Mgs X3 Ys 
Tauscht man die Vektoren x, und ys3, so erhalt man 
Mii — Mis M33*Msi Miz —MisM55*Ms2 M3 M537 xX Yi 
M1 — Mos M53*Ms3; = Mz2—Mz3M53*Mz2 Mos M5" zs immed | a i (9) 
— M33" Ma, — M33" Msp M33" Ys Xs 
Dies 14Bt sich dadurch zeigen, daB man einfiihrt 
M,, M M 
M = 11 12 : M = 13 ; 
ut We va e 
Ms; = (Msi Mg2), Moa = Mge - (10) 


und auf diese Blockmatrizen den Variablentausch nach (7) anwendet. Praktisch wichtiger 
ist der Tausch innerer Variablen, also von x, und y,. In diesem Fall erhalt man 


My ra My» M33" M,, My» M33" M,3 | My» M23" Mog Xy 1 
— M23" Moy M22" — M33* Mos Yeh | Aa (11) 
Ms, —Mg2Moo"Mo, — Ms2Mg* Mss — M32 Mp2" Mos X3 Ys 
Diese Gleichung ergibt sich durch kombinierte Vertauschung der Spalten und Zeilen 2 und 3 
in der Systemmatrix von (9) und anschlieBender Indexvertauschung von 2 und 3. 


2.3 Schrittweise Vertauschung der Variablen 


In gewissen Fallen ist es zweckmaBiger, den Variablentausch (bzw. die Teilelimination) 
nicht blockweise, sondern schrittweise zu vollziehen, insbesondere dann, wenn die Matrizen 
nicht voll besetzt sind. Die schrittweise Vertauschung hat auBerdem noch den Vorteil, daB 
eine Partitionierung nach (3a) bzw. (3b) nicht vollzogen zu sein braucht. AuBerdem kann 
die Reihenfolge der zu tauschenden Variablen beliebig gewahlt werden. Dies ist deshalb 
wichtig, weil das entsprechende Hauptdiagonalelement, durch das dividiert werden muB, 
von null verschieden sein soll. Ist dies zunachst nicht der Fall, so mu8 man dazu iibergehen, 
das nachste Variablenpaar zu tauschen. Erst dann, wenn samtliche Koeffizienten der noch 
za tauschenden Variablen verschwinden, ist der Variablentausch nicht mdglich. Im allge- 
meinen liegt jedoch die Aufgabenstellung so, daB dieser letzte Fall ausgeschlossen werden kann?. 

2 Streng genommen ist fiir die Ausfiithrung dieser Gauss-Jordan-Elimination eine Kopplung der Variablen- 
nummern nicht erforderlich, im Gegenteil: Um alle Méglichkeiten auszuschépfen, miissen die Nummern der 
zu tauschenden Variablen frei wahlbar sein (vgl. hierzu die Arbeit von H. RUTISHAUSER [98]). Durch ge- 
eignete Einfiihrung von Verlusten kann von vornherein gesichert werden, da8 jeder Eliminationsschritt auch 


bei Kopplung der Variablennummern ausfiihrbar ist. In diesem Fall befinden sich die Pivotelemente aus- 
schlieBlich in der Hauptdiagonale. 
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Damit der Algorithmus nicht entartet, sollte man auch die Division durch kleine Haupt- 
diagonalelemente vermeiden und stattdessen immer das betragsmaBig gréBte Hauptdiagonal- 
element als Leitelement verwenden (Pivotsuche!). 
Wir wollen nur den Fall betrachten, daB die zu tauschende Variable innen gelegen ist 
entsprechend Gl. (11). Dann werden die folgenden Vektoren bzw. die folgende Matrix 
Xo => Xo ) 
Y2 =a SANE 
and (Mss = Maa - 
Skalare, ferner die folgenden rechteckigen Matrizen 
Miz = M2 5 
und Ms» — M30 . 
Spaltenvektoren und auBerdem die dazu symmetrisch zur Hauptdiagonale liegenden Matrizen 
Moy = Mo ) 
Mz3 = M23. ° 
Zeilenvektoren, so daB (11) itbergeht in 


M Mi. M21 Mi. M My. Mo5 
11m m 13" om 
22 22 22 
Maz A Mos 
RL pes ees ald (11a) 
My 9 Me » Mp5 
M M32 Mp1 Ms3o M M320 Mos 
31 m m 33 om, 
22 22 22 


Der Fall, da& die zu tauschende Variable an erster oder letzter Stelle steht, ist nun trivial 
und braucht hier nicht weiter ausgefiihrt zu werden. 


3. Erzeugung von System-Impedanzmatrizen 
3.1 Reduktion einer System-Impedanzmatrix 


Eine System-Impedanzmatrix Z (System-Admittanzmatrix Y) eines elektrischen Netzes 
(ohne Konstantstrom- oder Konstantspannungsquellen) ist die Impedanzmatrix (Admittanz- 
matrix), welche die linearen Beziehungen zwischen den Strémen und Spannungen fiir heraus- 
gefiihrte Klemmenpaare beschreibt, entsprechend der Gleichung u = Zi (bzw. i = Y vu). 

Wir betrachten eine durch eine System-Impedanzmatrix beschriebene lineare Beziehung 
zwischen Strémen und Spannungen 

VE) esa, (12) 
Nun seien einige der Spannungen uw, auf der rechten Seite gleich null (Kurzschlu8). Wir 
nehmen an, die Numerierung der w, sei so getroffen, daB von den m + m Spannungen u, die 
letzten m Spannungen gleich null sind; dann kann man eine entsprechende Partitionierung 
auch fiir die dazugehérigen Stréme7; und fiir die Z-Matrix einfiihren. Damit ergibt sich 
das Gleichungssystem (vgl. hierzu das entsprechende Bild 1) 


Zi1 Lie iy =(4 (1 ) 
Ze, Zee} \iz/ \o]” : 
Fiir den Fall, daB die Stréme i, nicht interessieren, erhalt man eine Beziehung zwischen den 
Vektoren u, und i, durch Teilelimination gemaB Gleichungssystem (6). Es ist (mit u, = 0) 
(Zig aL lan Lae Us (14) 
oder 
Zy1 i, = Y,. . (14a) 


3 Die Tilde soll andeuten, daB die betreffenden Vektoren keine Spaltenvektoren sondern Zeilenvektoren 
sind. 
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Die Impedanzmatrix des reduzierten Systems ergibt sich somit aus der Beziehung 
Zig 2, — Lie Zon Lai - (15) 


Rechnerisch kann man diese Teilelimination entweder nach dieser Formel blockweise durch- 
fithren oder analog (11a) schrittweise, was unter den angegebenen Bedingungen gelegentlich 
vorteilhafter ist. Jeder Schritt vollzieht sich dann nach 
der Gleichung 


Zi2 233 
ZY = 41 are ae (16) 
+ ES 
= Lie? igo (17) 
~ Nae ag) 4 


Die Reduktion beginnt gema8 der folgenden Gleichung 


) 
Za 


y ey A ( ‘) 18 

11 zo) Cae ( ) 
und ist beendet, wenn 7 = m, d.h. m Schritte gemaB (16) 
und (17) ausgefiihrt sind. Es ist also 


Zi = Zi? . (19) 


Hierbei wurde vorausgesetzt, daB jeweils z¥) von null ver- 
schieden ist. Ist dies einmal nicht der Fall, so miissen 
kombinierte Zeilen- oder Spaltenvertauschungen vorge- 
nommen werden. Um eine Division durch kleine Zahlen 
zu vermeiden, wird auch hier eine Pivotsuche vorgeschlagen 
derart, da8 das betragsmaBig gréBte Element als Leit- 
element verwendet wird. Zu diesem Zweck hat man ent- 
sprechend kombinierte Zeilen- und Spaltenvertauschung 
so vorzunehmen, daB das Leitelement in die Position von 
z” gelangt, damit der Algorithmus gem&8 (16) und (17) 


angewandt werden kann. 

Man kann natiirlich auch die Teilelimination schritt- 
weise ohne Zeilen- und Spaltenvertauschung durchfihren, 
und zwar so, wie in 2.3 geschildert. Da aber im Fall der 
schrittweisen Teilelimination jeweils die am weitesten rechts 
liegende Spalte und die unterste Zeile spaéter nicht mehr 
benotigt wird, und das dyadische Produkt im 2. Term 
von Gl. (16) mit jedem Schritt kiirzer wird, ergibt der 


Bild 1. Zur Reduktion einer Impedanzmatrix: 
Netz mit +m Klemmenpaaren, die letzten m 
Klemmenpaare sind kurzgeschlossen. Unter der 
Voraussetzung, daB die Impedanzmatrix des 
Netzes mit » + m Klemmenpaaren existiert, kann 
eine Reduktion auf 7 Klemmenpaare durchgefiihrt 
werden, falls die den m Klemmenpaaren zuge- 
ordnete Impedanz-Untermatrix eine Inverse be- 
sitzt. Zur Erzeugung einer System-Impedanz- 
matrix fiir beliebige herausgefiihrte Kiemmen- 
paare werden r= z—k+1—=n-+m Klemmen- 
paare in unabhangige Zweige gelegt. Die sich 
ergebende Mascheninipedanzmatrix wird danach 
auf n = 7 — m Klemmenpaare reduziert. 


zuerst angegebene Weg eine kiirzere Rechenzeit. Diese 

kiirzere Rechenzeit konnte man zwar auch in der schrittweisen Teilelimination nach Kap. 2.3 
erzielen, indem man die den erledigten Zeilen und Spalten zugeordneten Multiplikationen 
einfach iiberspringt, doch ist dieser Weg organisatorisch zu umstandlich. Aus diesem Grund 
ist das Vorgehen nach Kap. 2.3 nur bei einem echten Variablentausch zu empfehlen, da in 
diesem Fall auch die ,,erledigten‘‘ Zeilen und Spalten weiter behandelt werden miissen. 


3.2 Erzeugung einer System-Impedanzmatrix durch Reduktion 
der Maschenimpedanzmatrix 


Die bisherigen Ausfithrungen bezogen sich auf allgemeine System-Impedanzmatrizen. In 
den vorausgegangenen Arbeiten [72, [82] und [97] wurde die Aufstellung spezieller Matrizen, 
wie Maschenimpedanzmatrizen und Knotenpunkts- bzw. Schnittmengenadmittanzmatrizen 
beschrieben. Im folgenden wird zundchst gezeigt, wie man System-Impedanzmatrizen fiir 
bestimmte herausgefiihrte Klemmenpaare aus Maschenimpedanzmatrizen ermittelt. Die Er- 
mittlung von System-Admittanzmatrizen ergibt sich dann analog. 
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Die Impedanzmatrix fiir » herausgefiihrte Klemmenpaare (z. B. die Impedanzmatrix fir 
n Kraftwerke eines Netzes# erhalt man dadurch, da8 man zundchst beim Aufstellen der 
Maschenimpedanzmatrix an diesen herausgefiihrten Klemmenpaaren Generatoren mit elektro- 
motorischen Kraften — u,---— u,® einfithrt, die zusammen mit méglicherweise vorhandenen 
Impedanzen in unabhangigen Zweigen liegen miissen. Ist eine Verlegung in unabhangige 
Zweige nicht méglich, so existiert die Maschenimpedanzmatrix nicht. Dieser Fall soll hier 
ausgeschlossen sein. In den iitbrigen Zweigen werden die elektromotorischen Krafte gleich 
null gesetzt. Damit ergibt sich eine Matrizengleichung zwischen den Strémen in den unab- 
hdngigen Zweigen, das sind gleichzeitig auch die Maschenstréme, und den treibenden Span- 
nungen ein den unabhingigen Zweigen und zwar tiber die Maschen-Impedanzmatrix (nach 
Gl. (13), Kap. 2 in AGNI, bzw. Gl. (14), Kap. 2.21 oder Gl. (45), Kap. 3 in TAVNI). Da in 
C, beziiglich e nur die Einheitsmatrix wirksam wird, erhaélt man 


Z° 9 = —C, ey = — Crm) (20) 
und mit 
Vin) 
et) = — | %m) : (21) 
Own —m) 
schlieBlich 


er-(ta)-() ” 
(m) 


Wir fithren eine Partitionierung entsprechend der rechten Seite ein und erhalten 


Zt1 Zia i Lae Uy (23) 
Zo. Zar) \ig oO} 
Die Impedanzmatrix fiir die » Klemmenpaare erhalt man durch blockweise Teilelimination 
nach Gl. (15) 


le oe Lis Ze Ze) 231 (24) 


oder durch eine schrittweise durchgefiihrte Elimination, wie bereits beschrieben. 


4. Erzeugung von System-Admittanzmatritzen 


4.1 Reduktion einer System-Admittanzmatrix 


Die Reduktion einer System-Admittanzmatrix bietet jetzt eigentlich nichts Neues, denn 
wir brauchen die in Kap. 3 gemachten Uberlegungen nur dual zu iibertragen. Wir betrachten 
wieder ein lineares System, das jetzt aber durch eine Admittanzmatrix beschrieben ist und 
nehmen weiter an, dab einige der Stréme 7; gleich null zu setzen sind (Unterbrechung, offene 
Klemmen, Leerlauf). Die Numerierung der 7; sei wieder so getroffen, daB von den + m 
Strémen 7; die letzten m Stréme gleich null sind; dann kann man eine entsprechende Par- 
titionierung auch fiir die Spannungen 4, und damit auch fiir die Y-Matrix einfiihren. Bild 2 


4 Eine solche Impedanzmatrix benétigt man z. B. bei Untersuchung der statischen Stabilitat von Schenkel- 
pol- oder/und Vollpolsynchronmaschinen in einem Drehstromverbundnetz [88] oder zur Berechnung der Ver- 
lustkoeffizientenmatrix eines Drehstromverbundnetzes [84], [85] und [86]. 

5 Um auf die iibliche Pfeildefinition der Klemmenstréme und -Spannungen in Impedanzmatrizen zu 
kommen, miissen die elektromotorischen Krafte mit umgekehrtem Vorzeichen eingefiihrt werden. 

§ Die eingeklammerten Indizes geben die Lange (Anzahl der Elemente) der betreffenden Vektoren (Spalten- 
matrizen) an. Es ist in Ubereinstimmung mit AGNI z = Anzahl der Zweige, m+ » =v =z—hk +1 = An- 
zahl der Maschen = Anzahl der unabhangigen Zweige und z— » —m = k —1 = Anzahl der Knotenpunkte 
minus eins. 
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zeigt ein entsprechendes Netz mit den Definitionspfeilen der Stréme und Spannungen und 
den m offenen Klemmen. Das sich hierdurch ergebende Gleichungssystem lautet 


aq uk U i 
Pe aa) Ao) 1) 
Mit 
Ve 11 — Y1a You" Yor (26) 
erhalt man eine Beziehung 
1) U=1,, (27) 


in welcher die Spannungen des Vektors u, nicht mehr vor- 
kommen. Auch hier ist sowohl die blockweise als auch die 
schrittweise Elimination méglich. Im letzteren Fall ist je 
der Schritt gemaB 


7 or) 


Yo= Yn — yi Yat 


11 il VQ (28) 
eae! yur) 
on ee 25 (29) 
Y21 Voe 
auszufiihren. Die Reduktion beginnt gemaB 
ex? Yo y$) 
y =yo ("0 ‘) (30) 
ay 
und ist beendet mit 
Yn = e . (31) 


Auch hier mu8 wieder jedes y¥} von null verschieden sein, ita2, zur Reduktion einer Admittanzmatrix: 


Netz mit + m Klemmenpaaren, die letzten m 


damit der Algorithmus durchgefiihrt werden kann. Im 
iibrigen wird hier ebenfalls eine Pivotsuche empfohlen, um 
den Eliminations-Algorithmus méglichst giinstig ablaufen 
zu lassen. Im Falle eines Polygonnetzwerks kann die 
schrittweise Elimination in einer Knotenpunktsadmittanz- 
matrix als eine Stern-Vieleck-Transformation gedeutet 
werden (vgl. Kap. 5). 


Klemmpaare sind offen. Unter der Voraussetzung, 
daB die Admittanzmatrix des Netzes von + m 
Klemmenpaaren existiert, kann eine Reduktion 
auf » Klemmenpaare durchgefiihrt werden, falls 
die den m Klemmenpaaren zu geordnete quadra- 
tische Admittanz-Untermatrix eine Inverse be- 
sitzt. Zur Erzeugung einer System-Admittanz- 
matrix fiir beliebige herausgefiihrte Klemmenpaare 
werden k —1= 7 + m Klemmenpaare in Baum- 
zweige gelegt. Die sich ergebende Schnittmengen- 
admittanzmatrix wird danach auf n = k—1—m 


Klemmenpaare reduziert. 


4.2 Erzeugung einer System-Admittanzmatrix durch Reduktion der Schnitt- 
mengenadmittanzmatrix 


Um die Uberlegungen von Kap. 3.2 dual tibertragen zu kénnen, miissen wir die elektro- 
motorischen Krafte in den Zweigen dual iibertragen. Der allgemeine Zweig in Bild 1, der aus 
einer Serienschaltung einer Impedanz z und eines Generators mit einer elektromotorischen 
Kraft e besteht, bei gleichsinniger Pfeilgebung von e, 7 und w, wird in der dualen Ubersetzung 
durch eine Parallelschaltung einer Admittanz vertauscht und eines Generators mit einem 
erzwungenen Strom (Urstrom) 7 ersetzt mit ebenfalls gleichsinniger Pfeilgebung von 7, u 
und 7. Nun gilt in jedem Zweig 

UW Vat fi; 
und in Matrizen 

L="Y usp {. (32) 
Nach den Gln. (1), (3) und (4) von ISNE ergibt sich das Gleichungssystem fiir die Baum- 
zweigspannungen (Schnittmengenspannungen) 


Y? uu? =HYH,u? = —Hj. (33) 
Die Admittanzmatrix fiir (falls médglich) beliebige 1 herausgefiihrte Klemmenpaare (z. B. die 
Admittanzmatrix fiir 1 Kraftwerke eines Netzes, wie sie beispielsweise bei Untersuchungen 
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der statischen Stabilitat eines Systems von  Vollpolsynchronmaschinen bendtigt wird [88]) 
1aBt sich dadurch gewinnen, da8 man dual zu den Ausfiihrungen in Kap. 3.2 zunadchst beim 
Aufstellen der Maschenimpedanzmatrix an diesen herausgefithrten Klemmenpaaren Gene- 
ratoren einfiihrt, die bei einheitlicher Pfeilgebung in jedem Zweig Strome 7; = —1%,- keg 
erzwingen. Parallel zu diesen Stromgeneratoren kénnen dann noch Admittanzen liegen. 
Diese m generatorischen Zweige miissen so gewahlt sein, daB sie zusammen ein System von 
Baumzweigen bilden. Ist eine solche Auswahl nicht mdéglich, so existiert die Schnittmengen- 
Admittanz-Matrix nicht. Dieser Fall soll hier ausgeschlossen sein. In den iibrigen Zweigen 
befinden sich nur Admittanzen, d. h. die erzwungenen Stréme 7; sind in diesen Zweigen gleich 
null zu setzen. Auf diese Weise erhalten wir cine Matrizengleichung zwischen den Span- 
nungen in den unabhangigen Zweigen (die hier identisch sind mit den Spannungen an den 
Admittanzen der Zweige) einerseits und den erzwungenen Strémen andererseits und zwar 
mittels der Schnittmengen-Admittanzmatrix. Da durch die besondere Auswahl der Zweige, 
in welchen erzwungene Stréme vorkommen diirfen (namlich nur in den Baumzweigen), in 
H nur die Einheitsmatrix wirksam wird, erhalt man 


Y*u° = —H jy =—Jeen (34) 
und mit 
ln) 
Je) —— Om) (35) 
: : Ou, —n—m) 
schlieBlich 


@ OP __ in = ie 
aac 8 


Die gewiinschte Admittanzmatrix fiir » Klemmenpaare erhalt man durch blockweise Teil- 
elimination aus dem Gleichungssystem 


ie, Sade i 
preety ea) ent (37) 
b Cred ioe US fo) 
und diese Matrix lautet a = 
YR aa Wee a Les ge Ye, y (38) 


dargestellt in Form einer blockweisen Elimination. Die schrittweise Elimination kann in 
gewissen Fallen als eine Stern-Vieleck-Transformation gedeutet werden. Hierauf wird im 
folgenden Kapitel naher eingegangen. 


5. Die Elimination von Knotenpunkten als Reduktion 
der Knotenpunktsadmittanzmatrix 

Die Knotenpunktsadmittanzmatrizen eignen sich im allgemeinen nicht fiir die Erzeugung 
von System-Admittanzmatrizen, da sich Knotenpunktsstréme und -Spannungen nicht immer 
so anordnen lassen, daB sie dem der System-Admittanzmatrix zugrundegelegten System von 
Klemmenpaaren entsprechen. Es gibt allerdings eine wichtige Ausnahme, das sind Netze, in 
welchen jeweils eine Klemme der Klemmenpaare das gleiche Potential hat. In solchen Netzen 
mit einseitig durchverbundenen Klemmenpaaren kann man diese Klemmen mit gleichem 
Potential zum Beztgspunkt wahlen. Zu der fiir ein solches System giiltigen Admittanzmatrix 
kommt man auf zweierlei Weise: 

Erstens kann man in Gl. (19) von AGNI, der Kircuyorrschen Knotenpunktsgleichung, 
unterscheiden zwischen inneren und 4uBeren Strémen. Die inneren Stréme erhalten die 
gleiche Bezeichnung wie dort, die 4uBeren Stréme (das sind Stréme, die zusatzlich auf den 
Knotenpunkt zuflieBen) sind durch den Index a hinter der Knotenpunktsnummer gekenn- 
zeichnet. In diesem Fall gilt anstelle von Gl. (19) AGNI 
+ 


Val * _ 


ale (39) 
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mit der zusatzlichen Bedingung 
k 
Di ta 0. (40) 
x%=1 
Nun gilt anstelle von Gl. (20) AGNI, wenn man noch annimmt, da8 im Innern des Netzes 
keine treibenden Spannungen vorhanden sind 


Kev be Uh he, (41) 


Wir fiihren den letzten Knotenpunkt als Bezugsknotenpunkt ein und beachten, daB dieselbe 
Gleichung, wie in AGNI bereits ausgefiihrt, wegen Giiltigkeit der Gl. (39) die negative 
Summe aller iibrigen ist. Das System, das jetzt keine iiberfliissigen Gleichungen mehr enthalt 
und die Beziehungen zwischen den auf den Bezugspunkt bezogenen Spannungen und den 
auBeren Knotenpunktsstrémen beschreibt, lautet 
Karke = it (42) 
Youreit. (43) 
Zweitens kénnen wir in dem gleichen Netz ausgehend von dem Bezugsknotenpunkt 
Baumzweige derart einfithren, da8 jeder Knotenpunkt durch diese Baumzweige mit dem 
Bezugsknotenpunkt verbunden ist. In jedem Baumzweig wird eine Stromquelle eingefiihrt 
mit einem Definitionspfeil, der vom Bezugsknotenpunkt wegweist. Die Baumzweigadmit- 
tanzen werden gleich null gesetzt. Die auf diese Weise sich ergebende Schnittmengen-Admit- 
tanz-Matrix Y® ist identisch mit der oben hergeleiteten Knotenpunkts-Admittanzmatrix YT. 
Dies folgt auch daraus, daB B (nach Kap. 4.3 AGNI) hier eine Einheitsmatrix ist. 
Reduzieren wir nun eine solche Knotenpunktsmatrix, so entspricht die eliminierte Knoten- 
punktsspannung einem aufgelésten Knotenpunkt. Nehmen wir auBerdem an, es soll die 
letzte der Knotenpunktsspannungen eliminiert werden, so wird die reduzierte Matrix ent- 
sprechend Gl. (28) folgendermaBen errechnet 
= Aker Tee Be 
Yavin ae (44) 
22 
Das in der #-ten Zeile und in der g-ten Spalte stehende Element der Matrix lee errechnet sich 
nach der Formel 


Vb = Vpq vst ae (44a) 


Wir erinnern uns, daf in der Knotenpunkts-Admittanzmatrix auBerhalb der Hauptdiago- 
nale in der #-ten Zeile und q-ten Spalte die negative Gesamtadmittanz —Y,, des Zweiges 
zwischen dem #-ten und g-ten Knotenpunkt steht, in der Hauptdiagonale der #-ten Zeile 
und Spalte die Summe aller Admittanzen der Zweige, die mit dem #-ten Knotenpunkt ver- 
‘bunden sind. Damit lautet Gl. (44a) fiir Elemente in der Hauptdiagonale 


< eae 17 aye eth Ww —1, 
Vg pg 57 bf fone (b # 9) (45a) 
2 Yr—1, 
ee 


und fiir Elemente auBerhalb der Hauptdiagonale 


ie tae 3 (45) 
# 


nwx~k—1 
Multiplizieren wir Gl. (45a) mit —1, so erkennen wir, da nach erfolgter Elimination des 
Knotenpunkts k —1 die neue Admittanz Y,, aus der urspriinglichen dadurch hervorgeht, 
daB man sie um die bei der Knotenpunktsauflésung zwischen den Punkten # und q einzu- 
fiihrende Polygonadmittanz hinzuaddiert. Die bei diesem Schritt zwischen den Punkten £ 
und g einzufiigende Polygonadmittanz errechnet sich dadurch, daB man die zwischen dem 


7 : ‘ iv fu 
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aufzulésenden Knotenpunkt & — 1 einerseits und den Punkten # und g andererseits liegenden 
Sternadmittanzen multipliziert und durch die zum Punkt k —1 gehdrende Sternsummen- 
admittanz (d.i. die Summe aller mit dem Punkt & —1 verbundenen und bei der Auflésung 
wegfallenden Admittanzen) dividiert. Diese GréBe ist aber mit umgekehrtem Vorzeichen der 
zweite Term auf der rechten der Gl. (45a). 

Nicht so einfach ist die Diskussion des Hauptdiagonalelements. Das Hauptdiagonal- 
element der f-ten Zeile und Spalte der Knotenpunktsadmittanzmatrix ist ja die Summe 
aller mit dem #-ten Knotenpunkt verbundenen Admittanzen. DaB dies in Gl. (45b) nach 
erfoleter Knotenpunktsauflésung wieder der Fall ist, erkennt man zunachst noch nicht. Erst 
durch eine Umformung entsprechend der folgenden Gleichung 


~ k x“ 3k—1 
ha Noor sree tc ey Pe (45c) 


erkennt man, daB der zweite Term auf der rechten Seite die Summe aller durch die Stern- 
Polygonumwandlung hinzukommenden mit dem Knotenpunkt £ verbundenen Polygon- 
admittanzen darstellt. Der dritte Term entspricht der Herausnahme der bei der Polygon- 
umwandlung eliminierten Sternadmittanz zwischen dem p-ten und (& — 1)-ten Knotenpunkt. 

Damit ist gezeigt, da8 die Teilelimination von Knotenpunktsspannungen einer Knoten- 
punktsauflésung entsprechend den bekannten Gleichungen [83] fiir die Umwandlung eines 
Sterns in ein Polygonnetz entspricht. 


6. Die Erzeugung gemischter Matritzen aus System-Impedanz- 
bzw. System-Admittanzmatrizen 


In zahlreichen Aufgaben werden neben den Impedanz- oder Admittanzmatrizen auch 
sogen. gemischte Matrizen verwendet. In den definierenden Gleichungen solcher Matrizen 
sind sowohl die unabhangigen als auch die abhangigen Veranderlichen nicht ausschlieBlich 
Strom- oder Spannungsgr6Ben, sondern teils Strom- und teils SpannungsgréBen. Hierdurch 
sind die Matrizenelemente z. Teil von der Dimension Impedanz, Admittanz oder dimensionslos. 
Die gemischten Matrizen sind ebenfalls Systemmatrizen, d.h. die Veranderlichen beziehen 
sich auf Stréme und Spannungen an Klemmenpaaren. Die Indizierung entspricht auch hier 
wieder den Nummern der Klemmenpaare. 

Geht man z. B. von einer Impedanzmatrix und der sie definierenden Gleichung aus, so 
kann man eine gemischte Matrix dadurch erzeugen, da8 man fiir diejenigen Klemmenpaare, 
die fiir die unabhangige Veranderliche die Spannung sein soll, einen Variablentausch vornimmt. 
Nehmen wir an, das System hat m + m Klemmenpaare und die zu tauschenden Variablen 
seien die m letzten, so kann man sich denken, da8 die Z-Matrix entsprechend partitioniert ist, 


so da8 man mit 
Zit =) (*) (") 
, = 6 
5 Zoe ip Us 4°) 


nach Gl. (7) eine Beziehung fiir die gemischten Veranderlichen erhalt 


Zit — LZy2 25a Zo1  Zis as (") as a 
one Le Ties 7 ieeh Us ~~ i, : (47) 


Die quadratische Untermatrix links oben ist eine Impedanzmatrix, rechts unten eine Ad- 
mittanzmatrix. Die tibrigen Untermatrizen sind im allgemeinen keine quadratischen Matrizen 
und dimensionslos. Um die Art der Matrizen anzudeuten, fithrt man manchmal in Gl. (47) 
Untermatrizen gemaB der folgenden Gleichung ein 


& as (*) a) fs (48) 
Da Yeqsewe Ip 
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Der Fall, da8 die dimensionslosen Matrizen D,, und D,, ebenfalls quadratisch sind, tritt 
dann ein, wenn man Kettenmatrizen erzeugen will. Kettenmatrizen sind Matrizen, welche 
die lineare Abhangigkeit der Stréme und Spannungen einer bestimmten Anzahl von Klemmen- 
paaren einer Kategorie von Strémen und Spannungen einer gleichen Anzahl der anderen 
Kategorie von Klemmenpaaren beschreiben. 


6.1 Die Erzeugung von Kettenmatrizen aus System-Impedanz- 
bzw. -Admitanzmatrizen 


Eine solche Kettenmatrix K wird gewohnlich folgenderma8en definiert 


Eafe ol) =(t) “9 


A, B, C und D sind quadratische Matrizen. Um durch Variablentausch auf diese Form zu 
kommen, miissen wir zunachst die Platze der Vektoren i, und i, vertauschen. Das entspricht 
bei Z einer Spaltenvertauschung der Untermatrizen. Wir erhalten dann 


2 Zee 


Wenden wir nun den Variablentausch auf die Vektoren i, und u, an, so erhalten wir auf der 
linken Seite die Veranderlichen fiir die zweite Gruppe von Klemmenpaaren, auf der rechten 
Seite die Verdnderlichen fiir die erste Gruppe von Klemmenpaaren. Nach Gl. (7) erhalten 


wir wieder 
(= Seta en Lea Cin He (*) = (i). (51) 
—L, Zoe Zi Us iy 
Um auf die Gestalt von Gl. (49) zu kommen, brauchen wir nur noch einmal die Spalten zu 


vertauschen und, um auf die Veranderliche — i, zu kommen ,die mit i, verkniipfte Spalte 
mit —1 zu multiplizieren. Wir erhalten somit schlieBlich 


(ee ieee Li LG Th =i Us a & (52) 
Le Le Lee 15 iy 


Ein Vergleich mit (49) ergibt 
ipl bas A Airy, Dia Lala oe La Ce Ze. D= Live Loot (53) 


Um die Kettenmatrix aus einer entsprechenden Z-Matrix erzeugen zu kénnen, muB 1. diese 
Z-Matrix existieren, 2. auBerdem auch die Inverse von Z,,. Aus diesem Umstand muB nicht 
gefolgert werden, daB die Kettenmatrix nur in diesem Fall existiert, denn man kann eine 
Kettenmatrix auch aus den entsprechenden Strom- und Spannungsgleichungen direkt er- 
zeugen. In diesem Fall ist es nicht notwendig, daB die erwahnten Matrizen existieren. Es 
kann z.B. auch sein, daB die Y-Matrix existiert, ohne da8 die entsprechende Z-Matrix existiert, 


und es sei z. B. 
Yu A (°) a (*) 
cs Yoo Us ip ; 54) 


In einer entsprechenden dualen Vorgehensweise gelangt man ebenfalls zu einer Kettenmatix, 
deren Elemente gegeben sind durch die Gleichungen 


A= — Yai" Yas, Bee a Cal Yau Yee» D= edt Vag (55) 


In diesem Fall benétigen wir also die Existenz von Y und Y;;’. 


? Vel. z. B. W. CAUER [12], 2. Aufl., S. 93 ff. 


Ta ey ee 
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ae 
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Ein Beispiel dafiir, daB die Kettenmatrix existiert, ohne daB eine Y- oder Z-Matrix zu 
existieren braucht, ist der ideale Ubertrager bzw. in der Verallgemeinerung die Ubertrager- 
matrix (mit idealen Ubertragern). Die Kettenmatrix fiir die ideale Ubertragermatrix (z. B. 
ideale Mehrphaseniibertrager) hat die Form (vgl. [46] Gl. (11)) 


AO 
K = 
lo a) 


A ist eine nichtsingulare Matrix, die im Falle eines einfachen (d. h. nicht matrizenartig auf- 
gebauten) Systems von Ubertragern in eine Diagonalmatrix iibergeht. 


Zusammenfassung 


Die beiden Grundaufgaben Teilelimination und Variablentausch erméglichen es, aus den 
grundlegenden Matrizen Maschenimpedanzmatrix, Knotenpunkts- und Schnittmengen-Admit- 
tanzmatrix, Systemmatrizen fiir besondere Klemmenpaare zu ermitteln. Solche Matrizen, die 
Impedanz-, Admittanzmatrizen oder auch gemischte Matrizen sein kénnen, werden in Netz- 
untersuchungen der Energieiibertragungstechnik (statische und dynamische Stabilitat, Ver- 
lustkoeffizientenberechnung) haufig benétigt. Sie wurden friher in langwierigen Messungen 
auf dem Netzmodell ermittelt und kénnen aufgrund der angegebenen Verfahren nun auch 
digital berechnet werden. Die Reduktion einer Knotenpunkts-Admittanzmatrix kann als 
_ Elimination von Knotenpunkten gedeutet werden. 
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ZUR INFORMATION 


Die Fahigkeiten moderner Automaten sprengen die Grenze dessen, was friiher fiir ,, mechanische Ge- 
- pilde‘ als méglich erachtet wurde. Ihre Eigenschaften umfassen Kategorien, die bisher den Menschen | 


A vorbehalten waren, z. B. logische Verkniipfung, Zeichenerkennung, Gedachtnis, Lernen. 


Unsere Einsicht in die Funktion unseres Denksystems ist gering. Wenn Automatent kinstlich Intelligenz 
: erzeugen kénnen, erschlieBt sich dem forschenden Geist ein Weg zum Verstandnis des Menschen: Nam- 
lich iiber das Verstandnis der Automaten. 

Das Buch erklart die Grundbegriffe, die zum Verstandnis moderner Automaten erforderlich sind. Tech- 
nische Erlauterungen in leicht verstandlicher Darstellung veranschaulichen durch Bilder des Wesent-_ 
liche. Es bringt Uberlegungen, wie man mit den Erkenntnissen an Automaten geistige Vorgange er- 
klaren kénnte. 

Das Buch wendet sich an Unvoreingenommene, gleichermaBen an Techniker, Physiker, Mathematiker, 


ebenso auch an Geisteswissenschaftler und Biologen, im besonderen auch an die wissenschaftlich in- 


teressierte Jugend. 
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ZUR INFORMATION 


Das Buch will Leitern von Elektrizitatswerken und deren Mitarbeitern das Riistzeug geben, tiber ihren = 
speziellen Arbeitsbereich hinaus die fiir eine Anpassung des Betriebes an die dynamische Entwicklung Se: 
niitzlichen Erfahrungen zu gewinnen. Es ist somit in der Hauptsache auf Breitenwirkung angelegt. 
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